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PARTE | 


VETORES 


INTRODUÇÃO 


Nesta 12 parte, apresentamos os Vetores, que constituem uma importante ferramenta 
para o estudo da Geometria Analítica, da Física, do Cálculo etc. Você encontrará aqui respostas 
às perguntas: “O que é?”, “Como funciona?” e “Para que serve?”. O nosso ambiente será o con- 
junto dos pontos do espaço tridimensional, isto é, o conjunto dos pontos da Geometria Euclidia- 
na. Esse conjunto será indicado por E?, e muitas vezes citado simplesmente como o “espaço”. 
Você deve sempre imaginar, como modelo intuitivo de E?, o espaço físico que nos cerca. 

p paç q 


Os pontos de E? serão indicados por letras latinas maiúsculas (A, B, P, Q etc.); as retas, 
por letras latinas minúsculas (r, s, t etc.) e os planos por letras gregas minúsculas (т, o, B etc.). 


Se uma reta r contém os pontos P e Q, falaremos em “reta PQ”; o segmento geométrico 
de extremidades P e Q será indicado por PQ. Quando um plano contém os pontos P, Q e R (não 
colineares), falaremos em “plano PQR”. 


Serão pressupostos os resultados da Geometria Euclidiana, alguns dos quais serão utilizados 


livremente. 


CAPÍTULO 1 


VETORES 


Noção Intuitiva 


Existem grandezas, chamadas escalares, que são caracterizadas por um número (e a unidade 
correspondente):. 50 dm? de área, 4 m de comprimento, 7 kg de massa. Outras, no entanto, re- 
querem mais do que isso. Por exemplo, para caracterizarmos uma forga ou uma velocidade, preci- 
samos dar a direção, a intensidade (ou módulo) e o sentido: 


Uma força de 4 N Uma velocidade de 5 m/s 


Tais grandezas são chamadas vetoriais. Nos exemplos acima as flechas nos dão idéia exata das 
grandezas mencionadas. No entanto, vamos adotar o seguinte ponto de vista: duas flechas de 
mesmo comprimento, mesma direção, (isto é, paralelas) e mesmo sentido (veja a figura adiante) 
definem a mesma grandeza vetorial. Tais flechas são ditas equipolentes. 
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P ` Um caso da prática que corresponde a esse ponto de vista é o de um sólido 

ps em translação. Nesse caso, a grandeza velocidade de cada ponto, em cada 

M ч instante, é a mesma. Então, qual das flechas (equipolentes) que dão a ve- 
`> x locidade dos pontos do sólido seria escolhida como sendo a velocidade 


do sólido num certo instante? Como nenhuma tem preferéncia, que tal 
escolher todas, ou melhor, o conjunto de todas elas para ser chamado velocidade do sólido? 
Aqui está o germe da noção de vetor. Nesse caso, tal conjunto seria o vetor velocidade do sólido, 
no instante considerado. 


Formalização do conceito de vetor 
Primeiramente, a definição de flecha. Flecha é, intuitivamente, um segmento no qual se 
fixou uma orientação. E fixar uma orientação é escolher um sentido. No caso da figura, o segmen- 
to orientado representado tem orientação de A para B. Na verdade não 
| mo edi В precisamos da flecha toda para os nossos objetivos. Bastam os pontos A e 
A B, e a ordem: primeiro A e depois B. Eis a definição: 


Definição 1 

Un, segmento orientado é um par ordenado (A,B) de pontos do espaço. A é dito 
origem, B extremidade do segmento orientado. Os segmentos orientados da forma (A, A) são ditos 
nulos. Observe que se A = B, (A, B) é diferente de (B, A). 
Definição 2 

e Dizemos que os segmentos orientados (A, B) e (C, D) têm o mesmo comprimento se 
os segmentos geométricos AB e CD têm o mesmo comprimento. 

e Suponha (A, B) e (C, D) não nulos. Então dizemos que (A, B) e (C, D) têm mesma dire- 
ção se AB // СОС”). Nesse caso dizemos que (A, B) e (C, D) são paralelos. 


e Suponha que (A, B) e (C, D) têm mesma direção. 
a) Se as retas AB e CD são distintas, dizemos que (A, B) e (C, D) tém mesmo sentido 
caso os segmentos AC e BD tenham interseção vazia. Caso АВП CD + ф, dizemos que 
(A. B) e (C, D) têm sentido contrário. 


B B 
~ 
SL ad 
~D 
A E A 
N 
` 
N 
N 
C 
mesmo sentido sentido contrário 


(*) AB // CDincluio caso em que as retas suportes coincidem. 


Vetores 5 


b) Se as retas AB e CD coincidem, tome (A', B') tal que A' não pertença à reta AB e 
(A', B') tenha mesma direção, e mesmo sentido que (A, B) (como em a)). Então dizemos que 
(A, B) е (C, D) têm mesmo sentido se (A', B) e (C, D) têm mesmo sentido. Se não, dize- 
mos que (A, B) e (C, D) tém sentido contrário. 


B ^ “М T 
E SC 
N 1 N П 
D B A 
C 
C 
А 8 POTE EN ' 
A——— — —!/А š 
mesmo sentido sentido contrário 


Verifique que (A, B) e (B, A) têm mesmo comprimento, mesma direção e sentido contrário, 
sendo А + B. 
Definição 3 | 

Os segmentos orientados (A, B) e (C, D) são equipolentes, e indica-se (A, B) ~ (C, D), 
se um dos casos seguintes ocorrer: 


a) ambos são nulos; 
b) nenhum é nulo, e têm mesmo comprimento, mesma direção e mesmo sentido. 


Decorre da definição que “equipolente a um segmento nulo, só outro segmento nulo”. 


Proposição 1: A relação de equipolência goza das seguintes propriedades: 


a) (A, B) ad (A, B) (reflexiva) 
b) (A, B) ~ (C, D) ^ (C, D)- (A, B) (simétrica) 
с) (A,B)-(CD) е (CD)-(EF) > (А, B) ^ (E, P) (transitiva)? 


Omitimos a demonstração. No entanto, será bom que você se convença da validade das 
asserções. 


Considere agora um segmento orientado (A, B) fixado. Chama-se classe de equipolência de (A, B) 
ao conjunto de todos os segmentos orientados que são equipolentes а (A, B) (e portanto equipo- | 
lentes entre si, pela propriedade transitiva). O próprio (A, B) é um deles, pela propriedade reflexi- 
va. (A, B) se diz um representante da classe. Note que se (C, D) pertence à classe de equipolência 
de (A, B) então (A, B) pertence à classe de equipolência de (C, D) (devido à propriedade simétrica) 


(*) Uma relação que goza das propriedades a), b) e c) se chama relação de equivalência. 
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e na verdade essas duas classes coincidem, pois quem for equipolente a (C, D) o será a (A, B) e 
vice-versa (propriedade transitiva). Em outras palavras, qualquer segmento orientado pertencente 
a uma classe de equipolência pode ser considerado seu representante, e cada segmento orientado 
é representante de uma única classe de equipolência. 


- Definição 4 


e Um vetor é uma classe de equipoléncia de segmentos orientados de E?. Se (A, B) é 
um segmento orientado, o vetor correspondente (ou seja, o vetor cujo representante é (A, B)) 
será indicado por AB. Usam-se também letras latinas minüsculas encimadas por uma seta 
(2, b, x etc.), nào se fazendo desse modo referéncia ao representante. É claro que para citarmos 
um vetor basta citar (ou desenhar) um qualquer de seus representantes, e pronto: o vetor estará 
bem determinado. O conjunto de todos os vetores será indicado por V?. 

€ Chamaremos vetor nulo ao vetor cujo representante é um segmento orientado nulo. Já 
comentamos que equipolente a um segmento nulo, só outro segmento nulo; segue-se que todos 
os representantes do vetor nulo são segmentos com origem e extremidade coincidentes. Indica-se 
o vetor nulo por 0. 


e Os vetores xe y náo-nulos sáo paralelos (indica-se M 1] у) se um representante 
de x é paralelo a um representante de y (e portanto a todos). Se x //y, x e y tém 
mesmo sentido (resp. sentido contrário) se um representante de x e um representante de y 
tém mesmo sentido (resp. sentido contrário). Consideraremos o vetor nulo paralelo a qualquer 
vetor. 

e Chamaremos norma (ou módulo, ou comprimento) de um vetor ao comprimento de qual- 
quer um de seus representantes; indica-se a norma de M por іх 1. Se Ixl- 1, dizemos 
que o vetor x é unitário. 


Observação 


De um modo geral, conceitos geométricos como paralelismo, perpendicularismo, compri- 
mento, ângulos etc., envolvendo vetores, são definidos “pondo-se a culpa nos representantes”, 
como foi feito acima. Veja por exemplo a Definição 2 do Capítulo 6. 


e O vetor BA é chamado vetor oposto do vetor AB. AB e. BA só diferem no sen- 
tido (se A * В), já que seus representantes (A, B) е (B, A) têm mesma direção, mesmo 
comprimento e sentido contrário. O vetor oposto do vetor AB é indicado também por AB; 
o vetor oposto de um vetor x é indicado por -x 


Um fato que estaremos usando sempre é que você poderá intuir facilmente é o seguinte: dados 
um ponto A e um vetor v, existe um ünico segmento orientado representante de Y com 
origem A (tente provar isso). 

Finalizamos este parágrafo com uma recomendação: nunca use O termo “vetores equipolentes”, 
já que a equipolência é uma relação entre segmentos orientados e não entre vetores. Se os segmen- 
tos orientados (A, B) e (C, D) são equipolentes, então os vetores AB e CD são iguais (isto é, 
os segmentos orientados (A, B) e (C, D) pertencem à mesma classe de equipoléncia). 


CAPÍTULO 2 


ADIÇÃO DE VETORES 


Vamos definir em V? uma operação de adição, que a cada par de vetores Ч e v fará corres 
ponder o vetor soma U + v. Para isso, procedemos do seguinte modo: consideramos um represen- 
tante qualquer (A, B) do vetoru e o representante do vetor v que tem origem B. Seja C a extremi- 
dade deste último. Fica assim determinado o segmento orientado (A, C). Por definição, o 
vetor AC , cujo representante é o segmento orientado (A, C), é o vetor soma de u com v. 


— + 
G N ' 
v Ç 
й+у | N >» + > 
utv v 
A © B е š 
A 5 B 
Observações 
Д + Я + -> — a 
1. A definição nos diz que para determinar o vetor soma u * v, basta “fechar o triángulo”, 


tomando o cuidado de escolher a origem do segundo coincidindo com a extremidade do 


primeiro (representante). Pode-se também adotar a “regra do paralelogramo”, que consiste 
> 


em tomar representantes de ue v com a mesma origem A((A, B) e (A, C) na figura 
7 
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TÑ ao lado) e construir o paralelogramo ABCD. O segmento 
> 
Pal orientado (A, D) (diagonal que contém o ponto A) é um 
> > 
mi 8 representante do vetor u +v, já que ela “fecha o triângulo” 
A — > 
use ABD e BD = v. 
N N 
ее р 
2. А escolha do representante (A, B) do vetor u é arbitrária, mas isso não influi na deter- 
> 
minação de u +v. De fato, se escolhermos outro representante (A', В’) para ue 
consequentemente outro representante (B,C') para V teremos (A', B')- (А, B), 
(В', С”) ~ (B, C) e daí segue que (A', C) ~ (A, C) (convença-se disso; por exemplo, na situa- 
ção ilustrada na penúltima figura, os triángulos ABC e A'B'C' são congruentes — por quê?) 
São muito importantes as propriedades que enunciamos a seguir; elas constituem as pri- 
meiras “regras” do cálculo com vetores. Não faremos demonstrações, mas as figuras seguintes 
são elucidativas. 
A1) PROPRIEDADE ASSOCIATIVA 
> > > > >> > 
(u+v)tw =u +(у +w), Vu,v,wev? 
A2) PROPRIEDADE COMUTATIVA 
> > 
utv=vtu Vu,vev? + uty 
a 
A3) ELEMENTO NEUTRO Tal и 
0+0 =u, Vuev? 
(lembre-se que todo representante do vetor nulo tem origem е extremidade coincidentes). 
Assim, 
> > — ==» > 
u+0 = АВ + ВВ = АВ = u 
A4) ELEMENTO OPOSTO 


>» > 
Dado um vetor u qualquer, existe um vetor que somado a u dá como resultado 
> e > 
o vetor nulo: trata-se do vetor oposto de u , que se indica por — u. 


u*(-u)- AB+BA = АА = б 
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> 
—— 
> 
< A Y E 
. p " . Ре > > Д . 
Esta propriedade nos permite definir subtração de vetores: u -v é por definição a 
š > = 
soma do vetor u como vetor oposto do vetor v. 


> > >> 3 
u-v = u +(-v), Vu, ev 


Observação 


Escolhidos os representantes (A, B) e (A, C) de ue v, e construído o paralelogramo 
ABCD (figura) 9 vetor ES -v _terá como representante o segmento orientado (C, B), pois 
CD - u, DB = у, е [of + DB = GB. Assim, as diagonais do paralelogramo representam a 


soma e a diferença entre uev. 


Exercício resolvido 


Prove as “leis do cancelamento” da adição: 


<+ 
<+ 


+ 


xL Ey 
ny 

< cl 
+ + 

Ny £i 
y y 

x4 

<} sy 


+ 


Resolução 

Provaremos a primeira; a segunda se reduz à primeira devido à propriedade comutativa A2. 

N > > > > > 

Somando aos dois membros da igualdade u * v =u +w o vetor oposto do vetor u, 

obtemos: 
> > > > > > 
Eu) +(u + v) = (-и)+(и +w); 

pela associativa (A1) temos 


> > > > > > 
(-и +и)+у =(-u+u)+w; 


pela propriedade A4 resulta 


> > > > 
O+v=0+w 


10 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial — 


ou, pela comutativa, 


> > > > 
v+tO=w+0; 


H 


e, finalmente, pela propriedade A3, 


> > 

v = w. 
EXERCICIOS PROPOSTOS 
1. Prove que 

> > > > > > 

uty =w ә u=w-v 

> > > 

2. Dados representantes dos vetores u e v conforme a figura, ache um representante de x tal 

que 

> > > > 

u+v+x = 0 

ss 
Y 
3. Justifique a seguinte regra. Para calcular x= u +V + w, “tome um representante (A, B) 
> 

de u, um representante (B, C) de v, um representante (C, D) de w. Então x tem 

como representante (A, D). (Intuitivamente falando, “fecha-se o polígono”.) Raciocinando 

por indução finita, pode-se generalizar essa regra para n parcelas. 
4. Асһеа soma dos vetores indicados na figura, nos casos: 

D D 
(a) (b) 
el C 
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(CUBOS) 


(PARALE LEPIPEDO) 


F E 


(HEXÁGONOS REGULARES) 


(g). 


CAPÍTULO 3 


MULTIPLICAÇÃO DE NÚMERO REAL POR VETOR 


: E > 
Vamos definir uma operação “externa” em V?, que a cada número real e e a cada vetor v 
> 
associa um vetor indicado por «у tal que: 


> > > > 
€ Se a = 0 ou v = 0, então av = 0 (por definição) 


> > > 
€ Sea = Oev 5 0, av é caracterizado por 


> > 
2? а) ау // v 
> > 


о) ау e v têm mesmo sentido se а > O e sentido contrário se œ < 0. 


) lavi» Ja] Ivi 
- с «у= Q V d. 
| 1/2 u 

т -20 


Vejamos quais são as propriedades da multiplicação de número por vetor; aqui, como nas 
propriedades da adição, omitiremos as demonstrações (isso não o isenta da obrigação de entender 
e intuir as propriedades; faça figuras! ). 


> > > > | >> 
MI) a(u+v)=qu +av, VaER, Vu,ve V? 


(observe a semelhanga dos triángulos da figura seguinte). 
12 
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(a 70) 


M2) (a+B)V = av *Bv, Уо, ВЕЕ, Vvev? 


> 
v, 


М3) 1.v = v, Vvev? 


M4) a (Bv) = GD Vv = B(av)) Уо, BER Vvev? 
Observações 


1. As quatro propriedades da adição e as quatro propriedades da multiplicação de número por 
vetor conferem a V? o que se chama uma estrutura de “espaço vetorial”. O nome “espaço 
vetorial” se inspira, naturalmente, nos vetores, e pode ser entendido como “espaço cujo com- 
portamento algébrico é idêntico ao do espaço V?”, ou seja, espaço onde valem as propriedades 
Al, A2, A3, A4, MI, M2, M3, M4. Os espaços vetoriais são estudados na Álgebra Linear. 


2. É comum usar-se o termo escalar para designar número real, em contraposição a vetor. A opera- 
ção definida neste parágrafo é, pois, a multiplicação de vetor por escalar (não confunda com 
produto escalar, que será definido mais adiante). 


3. Como as oito propriedades Al, A2, A3, A4, M1, M2, M3, M4 são válidas também para a adição 
e pára a multiplicação de números reais, o cálculo com vetores (pelo menos no que tange às 
duas operações definidas até agora) segue os mesmos princípios — as mesmas regras — que O 

' > 
cáleulo algébrico elementar. Por exemplo, somando aos dois membros da igualdade a + b =? 
o vetor oposto do vetor a, e aplicando as propriedades A1, A4, A2, e A3, chegamos a 

> > > 
-b=c-a 

Logo, vale para os vetores a conhecida regra “pode-se transpor um termo de um membro para 

outro de uma igualdade, desde que se lhe troque o sinal”. 


та 


4. Se a€R e V € Vš, com o = 0, — significa =. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Prove as Regras de Sinais: 
a) (a) v = - (a v), V aER v ve v? 
b) a (- v) = - (a v), V a€R, v ve v? 
с) Ca) (-У) = av, v a€R, v vev’ 
Resolução 
> > 
a) Devemos provar que (-a)v é o vetor oposto do vetor av; para isso, pela definição de 
> 
vetor oposto, é suficiente mostrar que a soma (-a) v + av é o vetor nulo. Vejamos: 
> > M2 > > def. > 
(-о)у +ау = (-а+а)у = Ov = O como queríamos. 
> > > > > 
b) Devemos mostrar que a(-v) +a v = 0 para concluir que a(-v) é o oposto de av. 
Mas | 
Еч zy >> > def > 
a(-v)tav = а(-у+у) = а0 = 0 
c) | Usaremos as partes a) e b): 
> а) >. b) > > 
Ea) Cv) =-[a(-v)] = -[-(«v)] = av - 
(explique você mesmo a última passagem; lembre-se da definição de vetor oposto). 
2. Prove que se av = BV ese у+0; então а = 0. 
Resolução 
def. 
> > > > > > 
ау = Ву > av-Bv=0 > av+(-(8v)=0 
(+) 


> > > M2 > > 
> ev+(-B)v=0 > (a-B)v = 0 


Como por hipótese У % 0, temos (exercício 1 adiante) que a — = 0 ou seja a= f. 


(*) 


Exerctcio Resolvido 1a). 


A 


y. 
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EXERCICIOS PROPOSTOS 
> > > > 
1 Proveque av =0 => «=0 ou v=0, 
> > > > 
2 Prove que se wu = ау ese а = 0, então u = v. 


4. Prove que 2 


> > > > 
5. бе (A, B) é um representante de u # 0, e (C, D) um representante de v * O, prove 
que: 


> > 
AB//CD «= existe AER talque u = Av. 
(Este resultado é importantíssimo e será muito útil; trata-se de uma “tradução” algébrica 


> > 
muito simples, u =.Av, de um fato geométrico muito importante, o paralelismo. É exa- 
tamente isto que se pretende na Geometria Analítica.) 


> > > > > 
6. Resolva a equação na incógnita x: 2x - Зи = 10 (x + v) 


> > 
7. Resolva o sistema nas incógnitas x ey: 


> > > 
x + 2y =u 
> > 
3x - y=Q2ut+v 
> 
> > у > 
8. беја v #0. Mostre que "rZ! é um vetor unitário (chamado versor de v). 
у 


CAPÍTULO 4 


SOMA DE PONTO COM VETOR 


E -p . | > 
Como já comentamos no final do Capítulo 1, dados um ponto P e um vetor v, existe 
um único segmento orientado (P,Q) representante de v. Isso nos permite definir uma ope- 
> 
ração que a cada ponto P € E? ea cada vetor v € V? associa um único ponto Q de E?, indi- 


cado por Pv, e chamado soma de P com v. Assim, Q 
v PEE? vvev?:P«v-Q e PQ-V PR (1) 
— 
donde P+ PQ = Q 
P 


> > 
Usaremos a notação P- v para indicar a soma do ponto P como vetor oposto do vetor v: 
> > 
P- v=P+ (-v) 
ES 
Intuitivamente, podemos encarar P+v como o resultado de uma translação do ponto P, trans- 
> 
lação essa determinada pelo vetor v. 


Vejamos algumas propriedades dessa operação: 
Pl. P+0=P VPEE? 


É uma consequência imediata da definição, pois PP = Y > P + 0 = P. 


> > 
u 


P. P+u=P+v > У 
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> 


> > — > —> 

De fato: seja Q = P+ u = P+ v. Então, da definição decorre que PQ = u e PQ = v. 

Logo u = V. Note que esta propriedade permite um “cancelamento” de P na igualdade 
> > 
P+u = P+v. 


рз. (P+u)tv=P+(utv) Vu,vev? VPEE? 


Demonstração 


> > 


Sejam (veja a figura ao lado) A = P+ u e B= A+ v (logo, B= (P1 +u)+ v). Então, da 
definição decorre que PA = u e 4 AB = =V. Somando, temos 
— > 
PA+AB=u+v e como PA + АВ = PB, vem PB =u +v. 
Novamente pela definição de soma de ponto com vetor, concluí- 
> > > > > > 
mos que B=P+(u + v) e que portanto (P+u)+v=P+(u+v). 


> > 
P4. A+v=B+v > A=B 


(Agora se, шн de um “cancelamento” de у). De fato, Aty c Bv > (A+V) -v = 
(B*v)-v Bas(-v)= B+(v -v) >A+0= B+0 > A=B, 


PS. (P-v)tv=P 
Decorre diretamente de P3 e de P1: 
> > > > P3 > > > P1 
(P-v)+v= [Р+(-у)]+у = P+[-v+v]=P+0 = Р 
Observação 


Se o segmento orientado (A, B) é um representante do vetor x, é usual representar esse vetor 
por AB, ou também por B- A. Esta última é chamada notação de Grassmann (não se trata, a 
rigor, de subtrair pontos, mas sim de uma notação sugestiva: já que o ponto B é a soma do 
ponto À com o vetor x (pois АВ = x), о vetor X seria a “diferença” entre Be A). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


— 


— — 
1. | Mostre que AB - AC = CB 


Resolução 


Lembrando que por definição de adição de vetores CA + АВ = СВ pu Ф 
y 25 : 
eque CA = - AC obtemos o resultado A а B 
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E Na беша. М. N. P são pontos médios de AB, BC e CA respectivamente. Exprima 
ЕР. АХ. CM em functo de AB e AC. 


Resolnção 
— — — 
e BP - AP+B A 8 
— 
Precisamos fazer aparecer AC. Aí usamos o fato de P ser ponto médio: 


> > 
2AP = AC 


Então, levando na primeira relação acima, vem: 


BP => AC - AB to 


AT 

AB (8) 
€ Pica a seu cargo provar que 

—> 1 

CM = - AC + + АВ (у) 


Na figura ao lado, damos uma ilustração de (f). Faça você 
uma de (a) e uma de (y). 
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Observações 
(a) Eis um outro modo de resolver o problema: 
Parta de 2AP = AC e faça aparecer B: 2(BP + AB) = AC 
— — —> — lo — 
Daí 2BP + 2AB = АС /. BP 22 АС - AB 
(b) Não vá concluir de (8) que a medida de AN é a semi-soma das medidas de AB e 


AC! Sendo A, B, С vértices de um triángulo, vale || ANI < > I ABI + > AC | 
(por qué?) 


(с) Verifique que (a), (B) e (y) valem, mesmo que A, Be C sejam colineares. 


3. Na figura, a medida de AX é metade da medida de XB. Exprima CX em função de CA 
— 
e CB. 


Resolução 


Podemos escrever AX = l ХВ (Cuidado: AX e XB tém o mesmo sentido! É comum 


2 
—> 1 
enganar-se escrevendo por exemplo AX = 7 


29 membros têm sentido contrário.) Fazendo “aparecer” C resulta: 


— 
BX, o que está errado, pois os vetores do 10e 


CX -СА = 1 (GE - CO 


2 
CX - CZ =1 cB -LX 
E 2 2 
pee lx 1 > —> 
CX + — СХ => CB + СА 
2 2 
3>_1> — 
o Sp Ca 
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4. Prove que as diagonais de um paralelogramo têm o mesmo ponto médio. 


Resoluçã 
esolução A 


Considere o paralelogramo ABCD, de diagonais 
AC e DB. Seja M o ponto médio de AC. Vamos pro- 
var que M é também ponto médio de BD. Ora, 
BM = BC + CM = AD + MA = MD. Logo, M é ponto A 


médio de BD. 


S. Prove que o segmento que une os pontos médios de dois lados de um triângulo é paralelo ao 


terceiro lado e tem por medida a metade da medida deste lado. 


Resolução 


Seja o triângulo ABC, e sejam M e N os pontos médios de AC e BC, respectivamente. 


A afirmação feita equivale à seguinte relação: MN = E AB (por qué?) a qual passaremos 


a provar. 
—— — 
Podemos escrever 2MC = A 
: —> — 
2CN = CB 
Somando membro a membro, resulta 2(MC * CN) = AC + CB 
— — 
. 2MN = AB 
— 
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6. Prove que se os pontos médios dos lados de um quadrilátero são vértices de um segundo 
quadrilátero, este é um paralelogramo. 


Resolução 


Seja ABCD o quadrilátero, e, M, N, P, Q os qua- 
tro pontos médios de seus lados. Para provarmos a asser- 
— Ln 2 
ção, basta provarmos que MN = PQ (pois se um 
quadrilátero tem dois lados opostos paralelos e con- 
gruentes, ele é um paralelogramo). 


n 2 ; = L 
Pelo exercício anterior, considerando o A ADC, podemos escrever MN 35 AC. Do 


Е — ] — 
mesmo modo, considerando o A ACB, PQ ES AC. Dessas duas expressões resulta 


— — К 
MN = PQ, como queríamos. 


7. Prove que num triângulo as retas suportes de duas medianas se encontram num único 
ponto. 
Resolução 


Com a notação do Exercício Resolvido, 2, vamos provar a afirmação provando que AN e 
—> 
BP não são paralelos. Se fossem, haveria AER tal que BP = A AN. 


Usando as expressões (a) e (8) do Exercício Resolvido nº 2 vem 


1 > ÃO Tr AR 

7 AC - AB = 2 AC + > AB 
donde 

1-А —_ À. Tm 

— AC =(1 + 7) AB 

LA ә 2 
Não pode suceder À = 1, senão seria (1* 5) AB = 0, logo B= A. Então A l,e daí 
À ! 

1+ 
— — — —> " 
AC 7073 AB; logo AC eAB seriam paralelos, o que é absurdo. 


2 
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š Ха figura se representa i um m paralelepípedo ABCDEFGH. Sendo 
— > 
& = AF. exprima AG, EC ‚НВ, DE em função de u, v, w. 


fr 
р 8 


ZA 


Resoluçao 
e AG= СС +BC+AB= w + v +u 


(interpretação: em termos vetoriais, “a diagonal de um paralelepípedo é a soma de suas 


arestas”). 
— >> > > 
o EC = ВС + АВ + ЕА =v+Uu-w 
— — — > > > 
e HB = АВ +DA + Нр =u-v- w 


EXERCICIOS PROPOSTOS 


— — — — 
1. Dados quatro pontos A, B, C e X taisque AX =mXB, exprima CX em função de CA 
— 
e CB (e m). 


° 


mk 
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— — 
Sugestão. Ма relação AX = mXB faça aparecer С 
em ambos os membros. i B 


É dado ? um triângulo ABC е e os pontos X, Y, z tais is que AX = mXB BY = nYC 
CZ = =pZA. Exprima CX, AY, BZ em função de CA eCB (e m,n, p). 


al 


Num triângulo ABC é dado X sobre AB tal que MAXI = 2 | XB I e é dado Y sobre BC 
— — 
tal que l| BY Il = 31 YC ll. Mostre que as retas CX e AY se cortam. 


Sugestão: U Use o exercício anterior, achando qual deve ser m e qual deve ser n. Suponha 
CX = AAY е chegue a um absurdo. 


Num triângulo ABC, “Sejam Xa a interseção do lado AB coma bissetriz interna do ângulo 
ACB, e, supondo | CAI ICB 1, Y a interseção da reta AB com uma das bissetrizes 
externas do ángulo ACBÜ ) 


— — — 
[o CB CA CB — 
a) Os vetores —— + — e ——;,- - —— são respectivamente paralelos a CX 


ICA! ICBI ICAI CBI 
— 
e CY. Dé uma explicação geométrica para isso. No Capítulo 8 (Exercício 3) você 
dará uma prova analítica. 


Š eme Ш IGEI ICRI’ ICRI 
ПАХІ ПВХ ^ VAYA IBYI ^" 


x C 
A», 
c) Exprima CX, CY, X e Y "d 3 
— — A 
em função de A,CA e CB. pu d 
P ш = 
Y ^ X B 
5. Sendo CX a al altura do AABC relativa ao ао vértice 
C, exprima CX e X em função de A, CA e CB. s 
ар ЅеА e B não são retos, vale 
= | AX l tg Â = = | 18X І tgl B. Conclua daí que 
| А) АХ = (tg B) XB, quer AeB sejam agudos, 
A g B 
quer um deles seja obtuso. X 


> > 
(*) Existe Y se ЇСА | cBl. 
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6. Prove que as medianas de um triângulo se encontram num mesmo ponto, que divide cada 
uma na razão 2:1 a partir do vértice correspondente. 


Sugestão: Usando o Exercício Resolvido n9 7: seja G o ponto comum às retas AN 

е BP, е Н o ponto comum às retas AN e CM. Existem A, pg, а e B tais que 
— * — — — 

С = At ЛАМ = Bt uBP e H- Ct aCM- A+ f AN. Calcule А, џи, а e f. 


7. Prove que as alturas de um triángulo se encontram num mesmo ponto. Idem para as bisse- 
trizes internas. 


8. Demonstre que o segmento que une os pontos médios dos lados não-paralelos de um 
trapézio é paralelo às bases, e sua medida é a semi-soma das medidas das bases. (Atenção: 


” 


zi dê E ==> 1 = — z 
não é suficiente provar que MN = > (AB + DC), mas isso ajuda bastante.) 


9. Demonstre que o segmento que une os pontos médios das diagonais de um trapézio é 
paralelo às bases, e sua medida é a semi-diferença das medidas das bases. (Atenção: não 


— 1 = == 
ё suficiente provar que MN = > (AB - DC), mas isso ajuda bastante.) 


D C 
Б 
См 


Г ШШШ 


10. Num triângulo ABC, sejam M, N, P, os pontos médios dos lados AB, BC e AC, respecti- 
vamente. Mostre que 


B 
\ 
— > —> > 
AN + BP + CM = 0. 
Sugestão: Exercício Resolvido nº 2. 


11. Dado um triângulo qualquer, mostre que existe outro com lados paralelos e congruentes às 
medianas do primeiro. 


LI 


13. 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19.. 
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m — 
Sugestão : Tome um ponto O qualquer e considere os pontos X= О + AN , Y=X+BP 
e Z- Y * CM. Mostre que Z = O eque O, X, Y não são colineares. 


Sendo ABCDEF um hexágono regular de centro O, prove que 
AB + AC + AD AE + AF = 6AQ. 
Seja OABC um tetraedro, X o 9 ponto da reta BC definido por BX = mBC. Exprima 
OX e AX em função de ОА, OB, oc. 
Seja OABC um tetraedro, X o ponto de encontro das medianas do triángulo ABC (bari- 


— — — — 
centro). Exprima OX em termos de OA, OB,OC. 


Sejam A, B, C, D pontos quaisquer, M 2 ponto médio de AC e N o de BD. Exprima 
— — 
x em função de MN, sendo x = AB + AD + CB + CD. 


Seja ABCD um quadrilátero, e O um ponto qualquer. Seja P o ponto médio do seg- 


: mento que une os pontos médios das diagonais AC e BD. Prove que 


= 0+ T (02 + ОВ + ОС + OD) 


KT > — > 
Dados O, A, B, C, ache G tal que- СА + GB + GC = 0 em função de О, 
> > 
c = 


Sejam А, Ве С três pontos quaisquer, А £ В. Prove que: 


— — — | 
X é um ponto da reta AB == CX = aCA + 8 CB, com at B = 1. i 


Sugestão: Exercício 1. 


Nas condições do Exercício 18, prove que: 


— — — 
X é um ponto do segmento АВ =» CX = «СА + CB, com a>0, B 2 0, е 
a+B = 
` 


Sejam A, e C vértices de um 1 triángulo. Prove que: X é um ponto interior ao triángulo 
ABC see somente se СХ = аСА + ВСВ, com ae > 0, 8 > 0, e atB<1 (um ponto é 
interior a um triángulo se for interior a alguma ceviana dele). 
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21. Na figura, a distância de Ma A é o dobro da C 
distância de M a B, e a medidade AN éa 
terça parte da medida de CN. Exprima X em 

— — 
função de A, AB e AC. 


A B 


— > —> 
22. Considere o triángulo ABC, e sejam CA = u, CB 


- 2v. Calcule « real 
— 
para que o ponto X=C +e w pertença à reta AB. 


CAPÍTULO 5 


DEPENDÊNCIA E INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Um conceito fundamental para tudo o que virá a seguir é o de dependência linear de vetores. 
Veremos em primeiro lugar a conceituação geométrica, para em seguida caracterizá-la algebrica- 
mente. 


Inicialmente, fixemos a seguinte linguagem: um vetor u diz-se paralelo a uma reta r (a um 
plano T) se existir um representante (A, B) de u tal que o segmento AB esteja contido em r 
(em m). Em particular, o vetor nulo é paralelo a qualquer reta e a qualquer plano. É claro que 
dois vetores paralelos a uma mesma reta são paralelos; mas cuidado: dois vetores paralelos a um 
mesmo plano podem não ser paralelos! 


A conceituação geométrica da dependência linear será feita por etapas, conforme a quanti- 
dade de vetores envolvidos. 


Definição 1 


I — Uma seqúéncia (v) de um único vetor v € V? é linearmente dependente (LD) se 
> > > > OS 
у= 0. Se v Æ 0, a segiiência (v) é linearmente independente (LI). 


> > > > 

II — Uma seqüência (u,v) de vetores de V? é linearmente dependente (LD) se u e v 
>> 

são paralelos a uma mesma reta. Caso contrário, (и, v) é linearmente independente (LI). 


III — Uma seqüéncia (u,v, w) de vetores de V? é linearmente dependente (LD) se u, v, w 
forem paralelos a um mesmo plano. Caso contrário, (u, v, w ) é linearmente indepen- 
dente (LI). | T 

27 
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IV — Qualquer sequência de vetores com quatro ou mais elementos é linearmente dependente 
(LD) por definição. 


Ob А 
] Conforme ficou bem explícito na definição, dependência e independência linear são 
qualidades inerentes a seqüéncia de vetores, e não: aos próprios vetores. Apesar disso, é 
comum dizer-se: “os vetores u e v são LI", ou “os vetores u, ve w são LD”. É claro 
que o significado é: “o par ordenado (u, y) é LI”, ou, respectivamente, “a tripla orde- 
nada (u,v, w ) é LD”. Evite, portanto, o seguinte erro de raciocínio: se o vetor u é LI 
e o vetor v é LI, então os vetores uev são LL Isso nem sempre é verdade, como por 


> 
exemplo no caso da figura, onde (u) E LI, 


> > > > 
pois u 50, (v) é LI, pois v 0, mas (u, v) _ u RIR 
é LD (por quê?) n 
Я S mou su 
(x // s) 


2 Se uma seqüência (v; Я va, m vn) é LD [LI], qualquer permutação dessa sequência também é 
LD [LI]. 


Us 


Se um dos vetores da sequência é nulo, essa sequência é LD. Verifique você mesmo. 


CARACTERIZAÇÃO ALGÉBRICA DA DEPENDÊNCIA E DA INDEPENDÊNCIA LINEAR 


Definição 2 


> > > 
ч 3 А : 
Sejam v), vj, .. v, vetores de V° (n > 1) еа, а, ..., a, números reais. Chama-se 


- a dai . > е 
mo mação linear dos vetores vi, V2, ... v, (com coeficientes ау, аз, ... Qn) ao vetor 


> > > > 
u= Qy Vi tav, +... + а Үп 


Rá 3 ^ x » > > > E E > К 
Se в 2 combinação linear dos vetores vi, уз, ... Vp, diz-se também que u é gerado pelos 
vetores Y... Vy. 
E > > > К E 
Observ: agora que o vetor nulo é gerado por v,, V2, ... Ул, quaisquer que sejam estes veto- 
res. De fato. sempre é possível escolher a, = аз =... = q, = 0, eteremos 


> > > = 
0=0v,+ 0Ov,+..+0v 


7 (1) 
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Ora, dirá você, assim não tem graça! É claro que escolhendo todos os coeficientes iguais a zero, 
a combinação linear resultará no vetor nulo! Concordo. Será que haveria, porém, outra combina- 
ção linear de ү, Ya, E Va (isto é, em que os coeficientes NÃO sejam todos nulos) que seja 
também igual a O? Conforme veremos mais adiante (Proposição 2), isso depende exclusivamente 
de ser LI ou LD a sequência (Vi, Va es Va). 


Antes, veremos uma primeira relação entre dependência linear e combinações lineares. 


Proposição 1 


> > > 
Uma seqüéncia (vj, V2, ..., Vp) (n > 2) € LD se e somente se algum vetor da sequência 
for gerado pelos demais. 


Demonstração 
Analisaremos separadamente cada um dos casos (ID), (Ш) e (IV) da Definição 1. 


Caso (П) а) Suponhamos (u, v) LD. Se um dos dois vetores é nulo, ele é gerado pelo outro; 


> > > > 
suponhamos então u + 0 e у + 0. Da hipótese, concluímos que existem representantes 
[1] | 


Tub 


Se uev tém mesmo sentido, temos v=au e se têm sentido contrário, M = (caju. Logo 
vé gerado por ye ); Compare com o Exercício 5 do Capítulo 3. 


(A, B) de u e (A, C) de ү tais que А,В е С são colineares, А + B е A C. Seja а = 


b) Reciprocamente, suponha que v=aue que nenhum dos dois vetores é nulo (caso 
em que não haveria nada a demonstrar). Seja (A,B) um representante de u. Da definição de 
multiplicação de vetor por escalar, concluímos que o representante de Y com origem A tem sua 
extremidade C na reta que passa por Ae B. Logo, A,BeC sãocolineares e isso quer dizer que 
(u,v) é LD. 

Caso (Ш) a) Suponhamos (u, v, w) LD. Se o par (u, v) for LD, teremos pelo « que já foi pro- 
vado (caso (П)) que и =av (ou "E Bu). Nesse caso, U=av +0w (ou ME gu + 0w) 
e está demonstrada a afirmação. Se, por outro lado; (u, у) é LI, fazemos a seguinte construção 
` geométrica: tomamos um ponto P € E? eos representantes (P, A), (P,B) e (P,C) de u, ve w 
respectivamente; P, B e A não são colineares, pois (u, v) é LI. Pelo pónto C tomamos retas 
paralelas a PB e PA, determinando assim os pontos 
M e N (figura). Então, (u, PM) é LD, e pelo que já 
foi provado (caso ID temos PM = au. Da | mesma 
forma, PN = 8v v. Notando agora que w = PM + PN, 
temos w=a u+ Bv. ‚ Observe que os argumentos 
acima valem também para os casos em que w II u ou 
w 1] Y; apenas a figura seria diferente. Pense nisso. 


> > > AMO AE > Lx > . 
(*) Note que no caso u £0 e v Z 0 nào 55 u égerado por v, mastambém v égerado por u, pois 
> > 
u=—y 


> > 
a = 0 e portanto de v = аи segue 
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> > > > > > 

b) Reciprocamente, suponha que w, por exemplo, é gerado por u e v, w=au+fv,e 
que nenhum dos três vetores é nulo (pois nesse caso não há o que demonstrar). Sejam (P, A), 
Р, В) е (P, C) representantes de u, ve w. , respectivamente. Se P, À e B são colineares, é claro 
que os quatro pontos estão num mesmo plano e portanto (u, v, w ) é LD. Se, ao contrário, 
P, Ae B determinam um plano, sendo PM = au e PN = Bv (veja a figura) temos que M 
pertence à reta PA, N pertence à reta PB, e portanto o parale- 
logramo PMCN está contido no plano determinado por P, A e B. 
Concluímos que os pontos P, A, Be C sáo coplanares e portanto 
(u, v, w) € LD. 


Caso (1 V) Neste caso, precisamos provar apenas que se n > 4, então um dos vetores da sequência 
(Vi, Va, ..., Vg) € gerado pelos demais (a recíproca é automaticamente verdadeira, pois para 
n>4a sequência é LD por definição). Se (v, , У, Я v3) é LD, então, pelo que já vimos, um deles 
(por exemplo, v) é gerado pelos outros dois: 


> > > 
Vi = 03У) + Gava. 


Segue-se que 


> 


> > > > 
Ү = 07У: + «уз + 0 v. t ... + Ov, 


>` , > > > > > > 

e portanto v; é gerado pelos vetores v;, v4, ..., Vp. Suponhamos agora que (vi, v2, уз) é LI 

e façamos a seguinte construção geométrica: sejam (P, A), (P, B), (P, C) e (P, D) respectiva- 
> > > > 

mente representantes de ү;, уг, Уз e v4. Pelo ponto D, tomamos uma reta paralela а PC,/que 

encontra o plano PAB no ponto M (por que essa reta não pode ser paralela ao plano PAB?). 

Pelo ponto M, tomamos retas paralelas a PA e PB, de- 

terminando assim os pontos N e Q (ver figura). Final- 

mente, pelo ponto D tomamos um plano paralelo 

ao plano PAB, que intercepta a reta PC num ponto 

R (por que esse plano não pode ser paralelo a PC?). 

А > > — > 

Е claro que PN + PQ + PR = v4. 

Por outro lado 

(PA,PN)é LD = PN = PA = avı 

— —> — — > 

(PB, PQ) é LD = PQ = а,РВ = c, v> 

— —> — — > 

(PC,PR)é LD = PR = азРС = озу» 
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> > > > > > > > > >. 
Logo, V4 = GV) t 0: V5,t Gava e portanto, V4 = оуу + оу; + Q3V3 + Ü Vs +... + 0 у, isto é, 


vs é gerado pelos demais vetores da sequência. Note que os argumentos acima valem também 
para os casos em que D pertence a uma das retas PA, PB, PC, ou a um dos planos PAB, PAC, 
PBC. Pense nisso e faça novas figuras. Fica assim demonstrada a Proposição 1. 


e >> I > > I > > 
Corolário 1 (u,v) é LD => existe а real tal que u = ау ou existe B real tal у = Bu. 


Além disso, se " ev são diferentes de 0, existem ambos, a0, B£ 0,е а = 5 : 


Corolário 2 Se ( uv v)éLI le (чу Vw )é é LD, entáo w wé combinação linear deue y, isto é, existem 


escalares a e 8 tais que w-au* Bv v (é o que foi demonstrado no Caso (UD). Na realidade, 
como se verá nos exercícios resolvidos, existe um único par de coeficientes a e B nessas 
condições. 


Colorário 3 Se (шу w) é LI, então todo vetor x ev , é gerado por uve w. Isso quer dizer que 
para todo x ev, existem a, В, y € IR tais que 


(veremos logo mais, nos Exercícios Resolvidos, que essa tripla ordenada (a, B, y) de escalares é 
determinada de modo ünico). 


A proposição seguinte responde à pergunta a a respeito de ser ou não ser possível obter o vetor 
—> 
nulo como combinação linear dos vetores vi, Ya, uM. 


„э 
п sem lançar mão do “golpe baixo” de 
tomar todos os escalares iguais a zero. 


Proposição 2 Uma sequência (v, , a ue E v) de vetores de vê éLD se, e somente s se existirem 
escalares 0, 02, ..., Gr NÃO TODOS NULOS tais que av + 04V; +.. +a, Ya - Q. Ou 
seja, se e somente se a equação XV + xav) жылк Ya = Q nas intentus Xj, X2, 0, X 
admite solução não-trivial. 


n 


Exemplos 
> 
1) Seja Y um vetor qualquer; a sequência (y, y ) é LD, pois 1. у+1. (2) = 0 (os 
escalares não são todos nulos). 


>> > > > > > > > 
2) A seqúéncia (u, v,2u -3v)é DD, pois(-2)u+3v+1.(2u-3v)= 0 


3) Com o auxílio da Proposição 2, é bem fácil ver que qualquer sequência na qual com- 
pareça o vetor nulo é LD. De fato, basta escolher coeficiente não nulo para o vetor 
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> > > 
nulo e coeficientes nulos para os demais; para a sequência (0, vz, ..., ул), por 


exemplo, temos: 


> > > > 
1. 0*0.v; +... *0.v4 = 0 


>> > 
e portanto (0, v2, ..., Vp) é LD. 


Demonstração da Proposição 2 
O caso n = 1 fica como exercício. Demonstremos para n 22. 


a) Suponhamos que CA ve v) seja LD. Nesse caso, pela Proposição 1, algum dos 
> š 
vj, 1 < j < n, é gerado pelos demais: 
> > > 


a > > 
y = 011 tat 19-1 * 0541944 ХА 


e daí vem que (passando D para o 29 membro) 


> > > > 9. o E 
01 Vi ES IES teta v=0 


o que mostra que existem escalares não todos nulos nas condições do enunciado (basta 
tomar oj =-1). 


> > > > 
b)  Reciprocamente, suponhamos que «үү, +... t o;v; +... t a v = 0, com а; = 0. Pode- 


JJ) " nn 
mos daí concluir que: 


А a: Q 
> _ а > 9:17 Ns E UN n > 
үр= vi rer yo y рар un 
J о a a àj j 


= . a . ПИЧ 
Ou seja, que Y é combinação linear dos demais vetores da sequência. Isso, pela Proposição 1, 


> >., 
garante que (vj, ..., у) é LD. 


Observações 


1. Uma forma equivalente de enunciar a Proposição 2 é: 


. = MA t > E L => ^ = 
Proposição 3 “Uma seqüéncia (v, , v, ... v) de vetores V? é LI se e somente sea equação 
> > > > 


Хуу, + ХУ: f... +X V = O nasincógnitas X,,Xz,..., х. SÓ admite a solução trivial, 
i I és > "nn EN > n 
isto é, a.v, + a;v; +... + САА = 0 > 0,7057 .. On = 0”. 


A implicação significa que é impossível obter o vetor nulo como combinação linear de 


> > > . x le > 
(V1, V2, ..., Vn) a não ser daquela maneira que você achou “sem graça”, escolhendo todos 
os coeficientes nulos. 
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2. Tome cuidado, pois neste ponto é muito fácil errar: na verificação de que uma sequência 
(v, А Ya, x v. ) é LI, não se trata de saber se é possível obter o vetor nulo como combinação 
linear de vi , М, ve Y, (pois sempre é possível; na pior das hipóteses, escolhemos os escalares 
nulos). Tampouco se trata de saber se os coeficientes q, аз, ..., а. podem ser ou são nulos 
(é claro que podem). Trata-se, isto sim, de verificar se é obrigatório apelar para coeficientes 


nulos para que a combinação linear resulte no vetor nulo. Se você entendeu, responda a esta 


pergunta: 

: >> > 3 А > > > > 
Sejam vy, Уз, ..., v, Vetoresde У? e a, az, ..., a, escalares taisque o, v4 + а У E A = 0. 
Sabendo que a, = a; = ..- а = 0, o que se pode afirmar da seqüéncia (Vv), vz, ..., v? 


É LI ou LD? Veja a resposta no fim deste parágrafo, após os exercícios resolvidos. 


UFPE CCEN 
MEI 
BIBLIOTZOA 


- 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 
>> > 
1. беја (vi, Vaso Vp) LI (1 < n < 3). Prove que 


> 


> > > > > 
оуу + 037 +... t a V, = Ву t ova +... + B.Y. 


só vale se o, = fi, 02 = Ba, ..., Qn = Bn 


(essa é a unicidade citada nos Corolários 2 e 3 da Proposição 1). 


Resolução 


Por hipótese, sabemos que 


> > > > > > 
«у, tava +... + ау В, у} + fa và + e BV 


Daí segue que 


> > > > А d 
аур - Ву t азу ~ Bx vo +... Qa A 
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e portanto 
> > > > 
(a, - Bi) у + (0 - Bx) vz +... + (0, -B,)v,= 0 


> > > , A 
e como (vi, V2, ..., Vp) é LI, concluímos pela Proposição 3 que 


- fi - 0, a: - Bo = 0, es A, Въ = 


donde 
1=B, аз = Ba, e a, = Ва: 
> > 
Erove a recíproca da propriedade йо: exercício ' anterior: se (vi, Va, + Va) é tal que 
avı + CE ТА Qn va is + Bv, + PLI Ya só vale se o, = В, а, = B,, ..., 4, = Bo, 
então (v), V2,- Va) ё 
Resolução 


> > > > _ 
Sabemos que O = 0v, + Ov, +..+Ov,. Então, se oí, 02, ..., ар são escalares 


ч > > > 
tais que ov) + 05v +... + ovg = 0 
segue-se que 


> > > > > > 
«уу, + 05V; +..+ оу = 0v,+0v,+..+0v, 


> 


Mas por hipótese, essa igualdade só vale se о; = -0, q = 0, ..., a, = 0 (troque os “B; 
por O na hipótese). 


> > > 
Então, graças à Proposição 3, concluímos que (v,, v;, ..., Vp) é LI. 


Observação 


Os exercícios 1 e 2 acima mostram que você só poderá “identificar os coeficientes” (algo se- 
melhante ao Princípio de Identidade de Polinômios) quando os vetores envolvidos forem LI. 


> >> > > > > >. > 
Exemplo: se u=2v+w.temseu+vtw=0Qu+3v+2w. 


> ә D > > > > - x 
Prove que se (u,v) é Ll, então (u + v, u - v) também é LI. 
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Resolução 
Sejam a е В escalares tais que 
alu +v) *8(u-v)- 0 (a) 


Devemos demonstrar que a ef são obrigatoriamente nulos. 


Aplicando as propriedades da adição e da multiplicação por escalar, obtemos de 
> > > 
(à) au+av+fu-Bv= 0, donde (а + 6) u+(a-f)v= 0. Mas, por hipótese, 
> 
(u, v) é LI; logo, a igualdade acima só é possível se a+ 87 0 e a-f= 0. 


Como a única solução do sistema 


é «= B= 0, provamos o que queríamos. 
Atenção. 


Seria péssima estratégia tentar resolver este exercício partindo de uma combinação linear de 

> >. > > > > А р 

u e V igualada a 0, аџ + бу = 0. O motivo é que, como (U, Y) é LI, isso acarreta a = 8 = 0, 

e não se conclui absolutamente nada a respeito da dependência ou independência linear dos 

> > > > "m ; i 

vetores u + v e u — V, o que era o nosso propósito. Assim, quando se quer provar a indepen- 

dência linear de uma sequência de vetores, deve-se partir de uma combinação linear dos ve- 
> 

tores dessa segiiência, igual a 0. 


Na figura, ABC é um triângulo e M é o ponto médio de AB. Sabendo que MN é paralelo a 
BC, prove que N é o ponto médio de AC. 


Resolução 


Vamos transpor o problema para a linguagem vetorial. 
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Se ABC é um triângulo, temos (por exemplo) que 
— LI 
(AB, BC) é LI (a) 

Sendo M o ponto médio de AB, concluímos que 
AB - MB (8) 
A hipótese de ser MN paralelo a BC se traduz por 

MN = a BC (y) 
Finalmente, como N pertence ao lado AC, podemos afirmar que 


TN (5) 


n| ~ 


Agora, nosso objetivo é provar que f = 


De AN = MN + AM segue por (B)e (y):. 


AN = aB i AB (e) 
Por outro lado, por (ê), 
AN = ВАС = В(ВС + AB) = BBC + B AB (А) 


Comparando (e) e (A), obtemos: 


— 1 — — — 
a BC + — АВ = BBC + В AB 
Agora, por (а) e pelo primeiro exercício, concluímos que a = f e Am B, como quería- 
mos Observe que fica também provado que o comprimento de MN é igual à metade do com- 


pomerto de BC. 


Agora a resposta à pergunta feita na Observação 2: nada se pode afirmar a respeito 
da depende ncia linear dos vetores. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
v. w u+v v, 3v) também é LI, o mesmo 


Prove que se (u, 


NS 
sucedendo com (u + 
Seja (u, v, w) LI. Dado t * qualquer, s sabemos з que existem а, f, y tais que t=au u*fv tyw 


(por qué?). Prove que (п +, v+t, w +Ò ELI = а + В +y+ 1 = 0. 


>> > > > > 
Prove que (u,v) é LI => (u + v, u- v) é LI (A implicação = foi provada no Exer- 
cício Resolvido nº 3.) 


Demonstre a Proposição 2 no caso n= 1. Pergunta: por que a demonstração feita no 
texto não serve neste caso? 


> > > > > > > > > , е А 
Prove que КС -2v tw, 2u+v+3w, и + 8у + Зу) é LD quaisquer que sejam os 


> 
vetores u, v, w. 


CAPÍTULO 6 


BASE 


Definição 1 


Chama-se base V? a qualquer tripla ordenada E = (e, , 22.83) linearmente independente de 
vetores de V?. 


Conforme o Corolário 3 do capítulo anterior, se (е, : е; ; es) é uma base de У?, todo vetor de 
> > N 
v? é gerado por ei, e e ез, isto é para todo v € V?, existem escalares a,,a,, az, tais que 


M = ауе! + а,е, + азез. 


83 


- 


e 


Sabemos também que essa tripla (a, ,a,, аз) de escalares é única (veja o primeiro exercício resol- 
vido do capítulo anterior). A conclusão é que, escolhida uma base E de VÀ, fica associada univoca- 
mente a cada vetor Y uma tripla ordenada de escalares (a, ,a,,a3). Essa tripla é denominada tripla 
de coordenadas do vetor Y em relação à base E. Observe que é importante a ordem dos escalares 
аџ,аз,аз; trata-se de uma tripla ordenada. Se, por abuso de linguagem, dissermos: “a;,a,,e az 
são as coordenadas de У па base Е”, fica subentendido que as coordenadas estão nessa ordem 
(v = ае + а, е, + аз ез). 
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A notação utilizada para indicar que a,,a,, az são as coordenadas (nessa ordem!!) do vetor V 
em relação à base E é 


> 
мы у= (21, 22, аз)р (1) 
e se não houver perigo de dúvida quanto à base escolhida, omite-se o índice “E”: 


ve (41,22, аз) (2) 


> > E > 
Em outros termos, (1) e (2) são simplesmente “abreviaturas” de v = aje; + а,е, + азез. 


Daqui para a frente, o uso de coordenadas será muito freqúente; é conveniente, portanto, 
que as operações entre vetores sejam feitas diretamente em coordenadas, evitando perda de tempo. 
Vejamos como se faz isso: 


i3. > > > > 
a) Adição Se u =(a,,a2,a3)p e v = Oi, bz, bp» então u + v = (a, +'b,,a, + bz, a3 + Da) 
De fato: 
> > > > > 
ч = (а,,аз,аз)р > u= aye, + aze, + азез 


> 
у= 


ч (b,, ba, ba) = 


> > > > 
у= bie; ul b262 + bases 
Logo, 


> > > > > 
u +v = (a, +b,)e, + (a, + b2) e, + (as + bs) ез 


= (а; +b1, a +b,, as + Ыз) 


Atenção 


> > 
Para O procedimento acima é essencial que u ev estejam referidos a uma mesma 
base. 


b) Multiplicação por Escalar Se u= (a1,ã2,a3)p е À é um escalar, então 
> 
Au = (Ла, Ха,, Лаз). 
De fato: 


> > > > > > > > > 
и = (a,,87,43)¿ > и = аџе +aze, + age > Аи = Aa¡e, + aze, + азез) = 


> > > > 
= (Лаџ)е + (Аа‚)е, + (Хаз)ез > Au = (Ха, Хаз, Ха») 


PA 
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Observação Devido à Proposição 3, é fácil ver que 
> > — 
U=0 == v-(0,0,0, 
Vamos reexaminar em termos de coordenadas o conceito de dependéncia e independéncia linear. 


a s — > zx 
Proposição 1 Os vetores u = (x1, Y1, Zi), e v = (х, ya, 22 )р são LD se e somente se x1, y1, 21, 
são proporcionais a X2, Y2, Za. 


Demonstração 
"E 


É uma conseqüéncia direta do Corolário 1 do Capítulo 5. 


ER. > > > 
Proposição 2 u= (xi,yi,zi)g, V 7 (х, уз, 22)ь, W = (хз, Уз, Z3)p São LI se e somente se 


X yi 4 
куур 
МА. X; У Za FO 
X3 Y3 23 
Demonstração 


Temos, pela Proposição 3 do Capítulo 5, que 
> > > > > > > 
(u.v,w) LI > (au+fv+yw=0 = а= = у= 0). 
isto é 
ИШ. У.У) e а (хі, Ya, 21) + В (х2, Уг, 22) + Y(X3rY3,23)= O admite apenas 
a solução nula а= 8 = у= 0 


ах, + x; + үхз= 0 

== {ау + jy; + ууз = 0 admite apenas a solução пша 
az. = 82, + угз = 0 

(9 |х X X 

=> Уз х эз | = 0 
Z Z 23 


Basta observar agora que este último determinante é igual ao que aparece no enunciado. 


(*) Devido à Regra de Cramer. 
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O conceito de ortogonalidade de vetor com retas e planos se define de modo natural, usando 
os mesmos conceitos para os segmentos orientados que representam o vetor. Mais claramente: 


Definição 2 


e u+ dé ortogonal à reta r [ao plano 7] se existe um representante (A, B) de u talque o seg- 
mento AB é ortogonal a r [a п]. O vetor nulo é considerado ortogonal a toda reta г еа todo 


plano 7. 


+ == 2 pos А, 
e Os vetores ue v são ortogonais se um deles é nulo, ou, caso contrário, admitirem represen- 
tantes perpendiculares. 


Para ortogonalidade usaremos o símbolo 1. 
А > > š ку > > > 
Proposição 3 Os vetores ú e V são ortogonais se e somente se lu + vll? = llull? + ПУ 1. 


Demonstração 


Trata-se em essência da aplicação do Teorema de Pitágoras e de sua recíproca. Deixando 
de lado os casos triviais em que um dos vetores é nulo (a verificação é imediata), Баша. observar 


que, tomando um ponto O qualquer, ulvsee somente se os pontos O, O * u, 9 +u +v, são 
vértices de um triângulo retângulo. 


orir? 
LA 
x 7 
+ 
o 3 O+ 
Definição 3 
> > > > > > "mon > > > 
Uma base E = (e; , ë>, ез) é ortonormal se ез, ez, es são unitários (lle, 1 = е, = l e3l=1) 
e dois a dois ortogonais. 
Б 
ёз 
3 
82 
[9] 


as, 
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>>> > > > > 
Proposição 4 Se Е = (е,,е,,ез) é base ortonormal, e u = xe; + ye; + zez então 


Iu li = Y x2 ty? tz 
Demonstracáo 


Consiste na aplicação do Teorema de Pitágoras aos dois triângulos retângulos destacados 
na figura. 


А > > > > > > > A : 
Vejamos. Como e; le, e ез 1 е, resulta ze; Lxe; + ye; (por qué?). Logo, pela propo- 
V : > > > > 
sição anterior, como u = (xe, + ye)tzes, 


> > > > 
llul? = ixe, + уе, |? + | гез IP 
"4 = > " 
Como também xe, 1 уез, resulta, pela mesma proposição, que esta relação se escreve 
> > > > 
lul? = (Ixe, IP + ye, I? +I ze, IP (3) 


> > > ET 
e como e,,€7,€3 são unitários, 


аҹ 
хе, I? = |x|? = x? 
> 
21 E 
П уе, IP = 1у|[? = у? 
> 
{ ге, IF = izi? = 22 


de onde resulta, por substituigáo em (3), a tese. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
> > > 
Está fixada uma base Е = (e, , e;, e). 
1. Verifique se são LI ou LD os vetores 


а) vu-(L23 e v=(2,1,1) 


> 17 1 
b) u=(1,7,1) e = (5,5,5) 


Resolução 


1. 


“у ен (ит 
7 T: ogo (u, v) 


a) É imediato que 1, 2, 3, e 2, 1, 1, não são proporcionais pois 
é LI. 


b) Nesse caso é claro que 1,7,1 elo 


-> > >> 
cionalidade 2: u = 2v. Logo (u,v) é LD. 


sáo proporcionais, com fator de propor- 


N 


2. Idem para u = (1,-1,2)g, V = (0,1,3)g, W = (4, -3, 11)p. 


Resolução 
Como 
1 -1 2 
> > > 
0 1 3 | = 0 resulta (u, v, ж) LD. 
4 -3 ll 
3. Sejam 


Ў - > > 
17 2€e, -e, 
+ > > > 
27 е-е + 263 
? э > 
з= е t2e; 


Mostre que (Ё, to, 65) éLle portanto base de V°. 


44 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Resolução 


> > > 
Tem-se f, = (2,-1,0)p, f; = (1,-1,2)p, їз = (1,0, 2), 


e 
2 -1 0 
> > > 
1 -1 2l|=-4%0; logo (fı, f, fs) é LI. 
1 0 2 


x 
4. Calcule as coordenadas do vetor v = (1,1, De na base F do exercício anterior. 


Resolucáo 


Sabemos que 


t > > 
1= 2e,- e, 

> > > > 
f, = е, -е, + 2е; 


ce 
1 


E > 
= е + 2e, 


> > > 
Resolvendo as equações acima com relação a e, ,e;, e es, você obterá: 


е, = + +, 
> 1 > 1 > 1> 
тт Y Ho з 
— > > > > 
como v = (1,1, De; temos v = e, t e; + ез, 
e portanto 
> 1> 5 > 7 > 
vigue a 3 
ANE ЕЕ X N зз 
donde v = (та: TPF isto é, as coordenadas de v na base F são — , - 4 ° +: 


No próximo capítulo, veremos uma forma de sistematizar os cálculos acima, na resolução 
de problemas de “mudanças de base” como este. 
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> > 
5. Calcule llull sendo u = (2,1,3) e E base ortonormal. 
Sato UFPE CCEN 


MEI 
BIBLIOTECA 
Resolucáo 


lul2= 22 + 12 + 32 = 14 lul= /14 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Todos os vetores estão referidos a uma mesma base 


> > > 
1. Sendo u =(1, -1, 3), v = (2, 1, 3), w = (-1, -1, 4), ache as coordenadas de 


> 
- 3w 
: >, . . > > > > > Ete E 
2. Verifique se u é combinação linear de v e w, sendo u, v, w, como no exercício anterior. 
> . E > > > 
3. Escreva t =(4, 0, 13) como combinação linear de u, v, w, estes vetores sendo dados no 
exercício 1. 


4. u- (1, -1, 3) pode ser escrito como combinação linear de v= (-1,1,0) e w- (2,3, 9? 


5. Ache т de modo que u= (1,2,2) seja combinação linear de v= (m-1, 1, m-2) e 
> >> > 
w = (m+1, m-1,2). Em seguida, determine m para que (u,v, w) seja LD. 


6. Decida se são LI ou LD: 


a) u= (0,1,0), у= (1,0,1) £T 

b) u= (0,1, 1), Y (1,0,0) / 2 

с) u=(0,1,1), V= (0,3,1) - 

d ve (1,-3,14), E Ga a, DCD 

e u=(1 a V = (200,2, 1), w= (300, 1,2) / 7 
f u=(1,2,1) V (1,-1,-7, s uai. 

g) u= P 

h) u= (1,1, 1) 
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> > > 
f, = e + e, + е, 
> > > 
f = e t e 

> 
f, = °з. 


decida se f = (Ё, Le rar base. 


Ache m para que sejam LD 


> > 
a) u= (m, 1, m), v = (1,m, 1) 
> > 
b) u = (1-m?, 1-m, 0), v = (m, m, m) 
> > > 
c) u=(m, 1, т+1), v = (1,2, m), w = (1,1,1) 
> > > 
d) u= (m, 1,m+1), у= (0, 1, m), w= 0, m, 2m) 


Se E = (е, ‚е, ; ез ) é base, prove que F = ( a e, ; Bes, Y es) é base, desde que a, B, y não 
sejam nulos. 


. Seja OABC um tetraedro, e M o Ponto médio de BC. 


a) explique por que (ОА, OB (OC) é uma base. 
b) determine as coordenadas de AM. nesta base. 


> > > > 
. Calcule lu ll, sendo E = (ei, ez, ez) base ortonormal, nos casos 


> > > > 

a u = e + e, + €, = (LL Dg 
> > > 

bu= -e + e, : 


> > > 
c)u = Зе, + 4e 

> > > > 
d) u = -4e, t 2e, р, ез 


CAPÍTULO 7 


MUDANÇA DE BASE 


A escolha de uma base conveniente ajuda muita vezes a resolver um problema, tornando-o 
mais simples. Acontece que os vetores dados podem já estar referidos a uma certa base, digamos 
E = & KZ „з ). Introduzindo-se a base conveniente que supostamente vai ajudar-nos, seja ela 
F =(f,, f2,f3), precisamos saber a relação entre as duas, para que trabalhando com a solução em 
termos de F, possamos no final passar para a base inicial E. 

Podemos expressar de modo único cada elemento de F em termos da base E, conforme já 
sabemos. Escrevamos então 


11 
{з= а; е + 322 ез + аз ез (1) 
> > > > 


з= аз е + аз ёз + азз ез 


onde os aj são números reais. 


O próximo passo agora é resolver o seguinte problema. É dado 


4 


> > > > 
V = хе, + x207 + X565 = (X1,X2,X3)p (2) 
onde agora о índice E é necessário, pois podemos também escrever 


> > 
Vv = yif * ys + y3f3 = (yi ,Y2,Y3)p (3) 
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Queremos saber qual é a relação entre as coordenadas x,,X»,,X3. de vem relação à base E, e 
> A TAa a 
as coordenadas y,, y; , уз do mesmo vetor v em relação à base F. A idéia é muito simples para 


resolver isto. Usando (1) em (3), teremos vem função dos elementos de E. Em seguida é só compa- 
rar com (2). 


Substituindo 1,1, ds dados por (1) na relação (3) resulta 


> > > > > > > > > > 
у = у (ае + азе + азуез) + y2(a126; + 222€, + азгез) + уз(аузе, + 2730, + аззез) 


> > > 
= (уңа + yoài2 + y3813)€, + (уаз + уза: + y3823)€2 + (y1a31 + уаз, + узазз)ез 


Comparando com (2), e usando o fato de que um vetor se expressa de modo único como combina- 
ção linear dos elementos de uma base, vem 


Xi = ауу; + ауз + аџзуз 
X2 = аз, У + 2222 + аззуз (4) 
d31Y1 + d32Y2 T d33Y3 I Y 


Ш 


X3 


Agora basta resolver o sistema. Acontece que vocé deve estar dizendo: puxa, mas como eu 
vou guardar essa relação? Ainda mais com essa confusão de índices! Pois bem, para facilitar a 
sua vida, vamos sistematizar de tal forma que vocé, temos certeza, vai guardar a fórmula. Para esse 
fim vamos usar matrizes. Observe inicialmente que (4) pode ser escrita assim: 


Xi 41 812 аз yı 
X2 = |а 322 $3 y2 (5) 
X3 431 332 4353 Уз 


Vamos dar um nome à matriz 3 x 3 acima. 


Definição 


> > > > 
Dadas as bases Е = (e,,e,,e3) e F= CATA podemos escrever 


> > > 
= aj eí + 424€; + a3,83 
> > > 


= 815€; + 255€; + азе; 
> > > 


coo n 


= 8,53€, t азе, t аззез 


a- 


Mudanga de Base 


À matriz 
311 312 313 
M = аз 322 a23 
азі аз азз 


dá-se o nome de matriz de mudança da base E para a base F. Indica-se, para resumir, assim: 


M 


E— F 
Atenção 
Observe que os elementos a;1,a21,431 que aparecem na 12 igualdade, 
rj > > > 
17 ае + a21 €2 + аз ез, 


devem ficar na 14 coluna de M. Da mesma forma, os elementos da 22 igualdade, 


> > > > 
f2 = ae, + a22€2 j аз;ез, 


devem ficar na 24 coluna de M. Os da 34 igualdade na 32 coluna de M. Assim, se 


' 
I 
Então | Y | 
2 1 1 
M= |-I 1 -1 
1 1 1 


M 
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Agora que você já sabe o que é matriz de mudança de E рага F, Е — F, veja como 


(5) por ser escrita simbolicamente: 


onde 


(6) 
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Observação 


M 
Se E— F, então o determinante da matriz M é certamente diferente de zero. Isso 
é uma conseqüéncia imediata da Proposição 2, do capítulo anterior. Logo, existe M^!, e de 


(6) obtemos 


(7) 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


l. Sendo E= (e, ‚е ? ° nu (f, f, ; f ), ache M, matriz de mudanga de E para F, sabendo 


que 
> > 
f TA - ° 
а 
В =e + е 
Resolução 


Escrevendo na forma 


Р, = 1. é + (-1) % +08 
> > 
fa 0. $t 0. e; + 1.ез 
> > 
fep e + 1. e + l.e; 


vemos que 
1 0 0 

M =]|-1 0 | 

0 1 1 


2. Sendo E eF como no exercício anterior, e sendo v= (1, -1, 3)p = 1, ads + 3h, ache 
as coordenadas de v em relação à base E. 


Resolução 


Como você já deve estar sabendo, 


Mudança de Base 51 


onde 
M 
E= F. 
nue UFPE СОЁМ 
Então, sendo V = (x, , X2, X3)p = X16, + X46; + X363, temos y El 
BIBLIOTECA 

Xi 100 ] 

x;1 71-1 0 1 -1 

X3 0 1 1 3 


X; 71, x, 22, xs = 2. 


>>> >>> 
A matriz de mudança de base da base E = (e, , e2, ез) para a base F = (f, , f2, fs) é 


l 0 1 
M=|0 10 
1 0-1 


Exprima os elementos de F em termos da base E. 


Resolução 
> " 

Para f,, leia a 12 coluna: 
> > > > > > 
f, =].e, +0.e, +1 .€3 =€, tes 

Para f,, leia a 28 coluna: 
> > > > > 

f, =0.e, +1l.e, +0.e3=e, 


> H 
Para f3, leia a 33 coluna: 


> > — > > > 
f371.e,t0.e +(—1)ез =e, — €3 


À seguir vamos ver um resultado útil. 


02 : > > > > > > > > > 
Proposição 1 Sejam Е = (e,,e2, ез), F= (fi, f, , Їз), G=(81 ,82, 83) bases. 


MN (*) 


M N 
Então, se E—— F, F———>G, tem-se E——— G 


M N | 
(*) O esquema E——*F 7? G ajuda a memorizar resultado. 


MN 


ta 
ta 
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Demosstração 
Sendo M = (aij), N = (bij), e sendo P = (с) a matriz de mudança de E рага С, temos, por 


3 | > 
p= У buf 
Ek i kj (8) 
> 3 > 
ES o) 
Substituindo fj dado em (9) na relação (8): 
5 3 3 zx 3 3 5. 3 3 > 
= E (5 ае) = X E b,a;e)- X Xaba)e. 10 
Bk j=a jk GE ы, zh jk ĉij ej) ote uS (10) 
É | 
Сото 
> 3 > 
kn ES . QD 


3 
resulta de (10) e (11) que cg. = z а бк ou seja Р = ММ. 
J” 


Observação 
Se você não está habituado a usar somatória como acima, o jeito é escrever tudo 
por extenso; você verá que o que se fez não é complicado, e perceberá a vantagem do uso de 


somatória. 


M 1 
Corolário: Se E ——> F, então Е —— E. 


Demonstração 


A matriz de mudança de E para E é a matriz identidade I (por que?). Sendo N a matriz 
de mudança de F para E temos, pela proposição acima, que MN = I, logo N= M'!. 
Е M N 


CS F- SE 


леци 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS (continuação) 


Mudança de Base 
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4. Ache a matriz de mudança da base F para a base E no caso do Exercício Resolvido 1. Exprima 
ei ‚е›,ез segundo a base F. 


Resolução 


M 
Sendo E —— F, vimos no referido exercício que 


-l 
então Е —M” E,e precisamos calcular M^! : 


A matriz dos cofatores de M é: 


Entáo 


1 
M 
= о о 


0 
1 
1 


=Y 1.1 
0 1-1 
0-1 O 

1 t 
= de M Me 


1 0 O 
=|-1-11 
110 


Esta é a resposta da primeira parte do exercício. Quanto à segunda, decorre facilmente do 


conhecimento de M 1, pois F———>E, Então 


5. Sendo E= (е, e, ез), F=(,, E, Їз), G = (Ea, Z2 FA) bases, onde 


-1 


= > > 
е = f, + 2f, 
> > > 
е = f, = f; 
> > 


> 
e37 fj + f3 


(v. 12 coluna de M^!) 
(v. 22 coluna de M^!) 
(v. 38 coluna de M!) 


(Ш) 


> 


81 
> 
B2 
> 
83 


jul 
Y 
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ache as matrizes de mudança de 
(i) E para F (ii) F para G (iii) E para G 


(iv) F para E (v) G para F (vi) G para E 


Resolução 


M 1 
Sendo E —— T F, então F ———b E. Das relações (D resulta imediatamente 


> l 1 O 
M! = 2 01 (resposta de (iv)) 
0 -1 1 
e daí, 
-] 1-1 
М=(М!) = 2 -1 1 | (respostade(i)) 
2-12 


N M MN 
Sendo F —— С, E ————> F, então E —————» С. De (II) vem imediatamente 


11 O 
MN = | -2 0 1 | (resposta de (iii) ) 
0 1 -1 
l 1 O 1 1 O 1 1 O 
N=M1.|-2 0 1|= 2 0 1 2 0 1 
0 1 -I 0 -1 1 0 1 -1 


logo 


1 
N = 2 3 -1 | (resposta de (ü) ) 
5 


Mudança de Base 
N 1 
Сото F ——> С, então G —— ————»* F; calculando, resulta 
-5/3 1 -4/3 
№! Z 
2/3 0 1/3 (resposta de (v)) 
-4/3 1 -5/3 
MN (MNy! 
Sendo E —— С, então G E. Mas 
-5/3 1 4/3] 1 1 0 
(MNy! = NİM! = | 2/3 0 1/3 2 0 1 
-4/3 1 -5/3 0 -1 1 


1/3 -1f3 -1/3 
(MN? = | 2/3 1/3 1/3 (resposta de (vi)) 


2/3 1/3 -2/3 


6. Sejam E= (e,,€2,83) e F = (Тү, È, fs) bases tais que 


I > 
i= e, -3e 
> > > 
f, = e, + €3 
3 


> > 
fs = e, - 2e; 


> > > > > 
Sendo u = 3e, + 4 e; - ез, ache as coordenadas de u em relação à base F. 


Resolucáo 


Sendo pMa F temos, por (7), que 


Temos 
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Então 
3 -2 ~i 1 3 -il 
mil 4| =] 0 о 1 4|=| -1 
E] 3 1-1 -1 14 


> > > > > 
Portanto, u=-—11f, — f; + 14f3, ou u= (-11,-1, 14), . 


EXERCICIOS PROPOSTOS 


> > > > > > 
Dé a matriz de mudança da base E = (e4, ez, es) para a base F = (Ї,, f2, fs) nos casos 


> > > > > 
(a) f, = —3e, +e, tes (b) f- е, — ез 
> > > > > > 
f; == е, — 2е, +е» f; = Зе, 
> > > > > > 
= e, +2e, f, = 4e, — 3e; 


> > > > > Е > > > PM 
Sendo v = —4f, + f, — fs ache v em função de e,, ез, es, nos casos do Exercício 1. 


> > > > > > 
Sendo E = (e1, €2, e), F = (f1, f2, fs) bases, com 


> > > 


fi = 2е, — €3 
> > > 
2= ез + 2е3 
> > 
fa = 7ез 


> > > > > 
e w=e, te, tes, ache w em termos da base F. 


: > > > >>> >>> 

Sejam E = (e, .€2. ез), Е= (fi, б, fs), G = (р, 82, g3) bases, com 
> V3 > 1 > > >>> 
A 1-5 (з Bi = её te tes 
> і > V3 > > > > 
SE pi 3 82 7e; tez 
>= > > > 
ës = 1: Ba = ©, 


Ache todas as matrizes de mudança. 


CAPÍTULO 8 


ÂNGULO ENTRE VETORES 
PRODUTO ESCALAR 


> > 
Consideremos os vetores não nulos u e v. Tomemos um ponto O € ЕЗ, e sejam P, QE E? tais 
> ==» = . H H d M 
que u -OP, v =00. Seja O a medida em radianos [graus] do ângulo POQ satisfazendo 


0«08«m [0 <0 < 180]. 


o ' 
5 Q 

> — ә — 

Se tivéssemos tomado outro ponto O' € E? em lugar de O, e P’, О’ comu = ОР, v = O'Q' 


obteríamos que a medida em radianos [graus] de PÓ'Q, ainda seria 0 (veja a figura). 


Definição 1 
» , d ^ >> 
O número 6 se chama medida em radianos [graus] do ángulo entre u e v. 
> > 
Procuraremos agora uma expressão que nos forneça 0 em termos de u e v. Para isso, fixemos 


>> > : > > 
- uma base ortonormal (i, j, К), e sejam u = (xy, у, zi) e v = (х, уз, Z2) (lembre-se de que. 
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sendo a base ortonormal, a norma de qualquer vetor pode ser calculada como vimos no 
Capítulo 6. isto é. 


W=(a,b,0) > IWI = Val +2 +02). 


Aplicando a lei dos co-senos ao triángulo POQ resulta 


P 


PA 


> > > > 
AI (1) 
Mas o Y Q 
>, > Эс >>, 

ПОР 12 = ПОР —OQI? = Lu— v Il? = Mx, — х, yy — yz, 2 — Zo)IÊ = 
= (x, — xx)? +(у – уг) *( 2) =x +у +22 tx ty +22 — 2(xix; t yiya +2123) 
Substituindo em (1), resulta 

> > 

lu IlI] v cos 8 = xix; + y y2 + 2122 (2) 

z ite calcul 0 is llu |= Vx? + y? 2 [у= Vx? +у? +22 

expressão esta que nos permite calcular cos 6, pois llul|= У x, + y, +2 e [у= V x; ty, tz, 


Observemos (2). Ela nos mostra que a expressão X, x, + у, уз + 212, não depende da base ortonor- 
mal fixada, pois o primeiro membro não depende. Em outras palavras, se você tomasse outra base 
ortonormal (, Ў, K) e escrevesse u= (х1, yy, 21), v= (x2, Y2, 27), então x x) + уу + 7,2;= 
XX +y1Y2 + 2122F ul. Iv || cos 8 ). Observemos também que se U OU V são nulos, a expres- 


são do 2º membro é nula. 


Definição 2 


> > >> 
Chama-se produto escalar dos vetores u e v ao número u. v ( * ) dado por 


(3) 


> > 
sendo 8 a medida do ângulo entre u e v. 


x > — 
(*) Usa-se também a notação u X v. 
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De acordo com o que vimos acima, podemos escrever 


> > 
u ° V = XX? t yyya +2123 (4) 


desde que as coordenadas usadas se refiram a uma base ortonormal. 


Resulta de (3) que se U+ dev £ 0 então 


(5) 


Observe que decorre da própria definição que 


lul= Vu. u (6) 


isu-u- ty +2121 =x? +y? +22 = |02 
poisu:u- XX Tyiyi +2121 =x ty tz =llu 
Proposição 1 
Quaisquer que sejam u, v, w de V? e qualquer que seja À real, tem-se 
> > > > > > > 
1. uc(vtw=uvtucw 


2. u-Qv) = (Аш) у= Xu- Y) 


> > > > 
3. u*v-v*u 
>> > > > > 
4 u*u20;u-u-0* u=0. 
< 3; ; o >2.> > 
As demonstrações são extremamente simples. A nº 4, por exemplo, decorre de || u ll^ = u u; 


as outras seguem da definição. Deixamo-las a seu cargo. 


Proposição 2 
>> > > 
ulv € u*v-0 


1 


Demonstraçao 


=> EO uu ger de А = 4 ў 
Se u ou у é nulo, é imediato. Senão, decorre da fórmula (5), que nos diz que 


> > (5 л > > 
u:v=0 = cos0=0 = 0= e ulv 


(*) Lembrese de que 0 < 0 < r. 
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Observação 


A Definição 2, a fórmula (6) e a Proposição 2 nos permitem caracterizar as bases orto- 
normais do seguinte modo: 


> > > 
"uma condição necessária e suficiente para que uma tripla (e,, ез, ез) de vetores de v? 


seja uma base ortonormal é que 
371 (7) 


1783702706570 (8) 


f > > lsei-j TRE LS Ке. NS bo 
Resumindo: e; е, o or De fato, (7) garante que os vetores e}, e; e ez são unitários, 


J 
= ; А Я j > > >, 
e (8) garante que eles são dois a dois ortogonais. Restaria apenas provar que (e,, ез, ез) é LL 


Рага isso, sejam оу, 07, 3 números reais tais que 
> > > 
«уе, +аз ез +азез =Ó 
. ` > А ў B - 
Multiplicando escalarmente por e}, e aplicando a Proposição 1 (partes 1 e 2), obtemos: 
> > > > > > 
от (e, -е,)+а» (е, * ез) +оз (e, * e3) - O. 


e por (7) e (8), chegamosa a, . 1 +a, .0+a3 .0=0 ou seja e, = 0. 


Procedendo de modo análogo, você pode provar que a; = 0 e a; = 0. Segue-se que (е ; е, 83) 
é LI 
Atenção 


> > > > > > > 
Evite o erro seguinte: sendo u * у = u * w, cancelar u e concluir que v = м. Isto é falso! 


Veja um procedimento correto: 


> > > = > =» 

u*(v—-w)=0 = ul (у — w) 

a última equivalência sendo garantida pela Proposição 2. e a penúltima, pela Proposição 1 (partes 
> . > 

l e 2, con A = — 1). Para obter concretamente um contra-exemplo, tome u = (1, 0, 0), v = (4, 2, 1), 


> ho > > > > > > 
w=(4,1,1),em relação a uma base ortonormal. Então v +w, eu» у= 4 = и · м. 


Ángulo entre Vetores. Produto Escalar 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
É fixada uma base ortonormal 


1. Ache a medida em radianos do ángulo entre os vetores u= (2,0,—3) e v= (1,1,1). 


=(2,0,-3)-(1,1,1)=2.1+0.1+(23).1=-1 
төй = 10, 0, 0 = V2? +02 +(—3)? = Y 13 
йу й= М, 1, )[= Vi?*sP +12 = V3 


. 0 = агс cos C 


2. Ache a medida em graus do ángulo entre os vetores u= (1,10,200) e v= (-10, 1,0). 


Resolução 
Temos 
> > E 
u*v-(1,10,200)* 10, 1,0)=1.(-10)+10.1+200.0=0 
> > 
Logo: u Lv, e 0 = 90 (ет graus). 
3. Mostre que 
> > > > > > 
(a) lutvi? =i ul? +20 v+ lv? 


> > | >> > > 
(b) у у= 5 (u+ vI? — i ul? — lvi) 
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Resolução 
> > > >— > > > > > > > 
(a) lu + vl? = (u*vy)*(u*)-u-(usv)*v*(u*y) = 
> > > > > > > > 
= ucutucvtveutvev= 
> > > > > > 12 
= lul? *u*-v*uesv*lvll = 
>, 2 > > > 
= ull *2u-v*llvil? 
1 > ә 2 > 2 > (a) 
(b) > (їч+ү! -llul — Iv = 
1 > >> > 2 > 2 > 2 > > 
= (ut?+2uev+ lvl ull — vi) = uev 


4. Demonstre a desigualdade de Schwarz: 


> > > > 
us v| < llull iv ll 


Resolugáo 


d — `5 + . 
Se u ou vé nulo, é imediato, pois ambos os membros se anulam. 
Seu £0 e v%0, então a desigualdade de Schwarz resulta imediatamente de 


> > 
u° v 

0 = ———É— el|cos0| < 1. 
FINE 


Observe que a igualdade vale se e somente se um dos dois vetores é nulo ou, caso contrário, se 
| cos 8 | = 1 (veja o Exercício 26c). 


5. Se (e, pes é uma base ortonormal e u € V? então 
u= (и. ej) e + (u. e) e; + (и. es) ез 
(veja a 1@ observação após o Exercício Resolvido nº 7). 
Resolução 
Sabemos que existem (únicos) оу. a;, az reais tais que 


> > > > 
u=0,€ tae, + азе; (a) 
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> 
Multiplicando escalarmente por e, ambos os membros, resulta 


> > > > > > > 
user = œ lel? +азе, ce +азез ° ë, 


* > > > > > 
Como a base é ortonormal tem-se lle, [[21, e, е =0, ез • е; = 0. Logo 
>> 
use, = о, (В) 


> > 
u’: = 0 (y) 
> > 

и,ез = оз (5) 


Substituindo ( 8), (y), (8), em (о), obtém-se a igualdade desejada. 
Prove que as diagonais de um quadrado são perpendiculares. 


Resolução D [o 


Considere um quadrado. A B C D como na figura. 
> > > > 
Entáo, sendo u= AB, v= BC, basta provar que 


(u+ v) - (u — 9 -0. 


% 
у 
А - B 
Mas u 
> > > > > > > > > > > > > > 
(utv)-(u— у) su*u—u*:v*tv*:u- ve vaju] — || vil = 0 


> > 
já que llull = Il v Il. 


> > 
Pergunta: Onde entrou o fato de ser u 1 v? Veja o Exercício 22a. 


. > > > . M > > > > 
Seja v = O fixado. Dado um vetor w, existe um único par ordenado (w, , W2) com ж, //v, 


> > > > > > had > T — Lx ЕР 
w, lv e w = Ww; + w; W, sechama projeção de w na direção de v (ou sobre v), e se indica 


vo 
por projw 
v 


de 
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DEM. TETEE 
„> | | Wo 
we | | 
|> 
w, = 


„> 
v v 
Prove que 
> > > > 
> > @ у ) M WeV> 
proj> м = №; = (м —— ) — = y V 
у lv] ШУП vp? 
Resolução 
> > 
Como w, //v, temos 
> 
му = Ау (а) 


> > э Б > >> nc AS 
donde м = A v+w, . Multiplicando escalarmente por v, obtemos w .v = Ау} + w, «v= 
> > 
= — > ; w° v А 
= MM v (pois wz Lv). Daí, = — 7. Substituindo em (a ) resulta a tese. 
| Il v [| 
Observacóes 
Я Є: > 
i S + ¿unitário. Ivll=1,então 
> > >> 


O Exercicio Rodo nº 5 pode, então, ser re-enunciado como segue: 
ce x ле a^ 3 ч 
Se (e, , ез. ез} é uma base ortonormal e u € V^, então 


— Е > ; > 
— — 
] u * proj PA и t projè, u 
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(veja a figura), pois 


— > 
OA = Proj ё u 
— =s 
OB = projg, u 
=> > 
OC = Projg, u 
> > > > 
OA + OB + ОС = u 
Lembrando que || AVI = AVI (veja o Capítulo 3), temos que a norma da projeção de 
w sobre v é dada por: 
> > > > 
| ee pu t 
projo wl = ———— lvl = — —— 
v I v I vii 


. ^ . sa ^ > 
Outro modo de ver isso é observar na figura abaixo o triângulo retângulo ABC, onde || w, || = 


>> > > 

m NS Iw * vi Iw*v| 
АС ЕЯ l| ——— === 
lw MI v I Il v Il 


> > > > > _ К > > > > > 
Dada a base (e, , ez, u), onde e, e e; são unitários e ortogonais, obtenha ез tal que (e1, €2, es) 


seja uma base ortonormal. 
Resolução 
25 
Suponhamos obtido ез. Então, pelo Exercício Resolvido по 5 devemos ter 


> > > > > > > > > ә 
u = (u-e,)e, +(u-e,)e,+(u- es) ез 
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> > > > 
logo, chamando de t o vetor (u * ez) ez, devemos ter 


> > > 


> > > > > 
t = u—(u-e,)e, —(u* e,)ez 


> ч, >. E > > > > > . 
Considere agora o vetor t, definido por esta expressão. Então t # O (senão (е, ez, Ч) seria 


> > > > р 
LD)etle,,tle,, pois 


> > > > > > >> > > 
t*e; = (u—-(u-e,)e, —(u*ez)ez)-e, 
> > >> > > > > > > 
= иге —(u-e,)(e, + е,)— (u ° ex) (e, * ei) 
> > > > 
= u'e — u'e = 0 
> 
> > . => t 
e analogamente t * e; = O. Assim ез = | al resolve o problema. 
I t 


Observação 


, para escrever 
suas projeções 


É importante que você tenha uma visão geométrica da construção de 
> 
sua expressão sem decorála. Veja na figura que t se obtém subtraindo de 
> > 


Elos 


ortogonais sobre e, e sobre ez. 


- 
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EXERCICIOS PROPOSTOS 


Fixa-se uma base ortonormal. 
" i M > — 
1. Ache a medida em radianos do ángulo entre u e v nos casos 


3 u= (1,0,1). x = (2.10.2) 
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b) u - (3, 3, 0), v = (2,1, -2) 
ju-(CLLD, v = (1,1,1) 
3 a 
s er gel 53) 
2 2 
e) u= (300, 300, 0), v = (—2000, —1000, 2000) (procure vetores com coordenadas 


mais simples tais que a medida do ângulo formado seja a mesma). 


>> 
Ache x de modo que u À v nos casos 


а) u= (20,3) У = (1,х,3) 
b u-(xx4, v = (4x1) 
) u= (x*LL2, v = (x-1,-1,-2) 
d u = (x-L4, V = (х,—3,1) 


> > 
Sejam A, B e C três pontos de E?, e sejam C-BA e а= BC. Mostre que o vetor 


3 
a A 
ie + im paralelo à bissetriz do ángulo ABC. Interprete este resultado, relacionan- 


do-o com uma conhecida propriedade dos losangos. 
" К > > > > 
Sugestão: Calcule os co-senos dos ângulos entre ue ce entre ue a, e compare-os. 


5 
Ache u tal que || u Il 23 V3 eué ortogonal av- (2,3, 1) ea w- (2, —4, 6). Dos “и” en- 


contrados, qual o que forma ângulo agudo com o vetor (1, 0, 0)? 


> > > > 
Ache u ortogonal a v=(4,—1,5)eaw=(1,-—2, 3), eque satisfaz u*(1,1,1) = —1. 
5 > 
Ache u de norma V5, ortogonal a (2, 1, —1), tal que (u, (1, 1, 1), (0, 1, -1)) seja LD. 


> > ; > 
Ache и tal que || ч [= V 2, a medida em graus do ángulo entre u e (1, —1, 0) seja 45, e 
ul(1,1,0). 


^ 
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8. 


3 
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Calcule AB - DA sabendo que o tetraedro ABCD é regular, de aresta unitária. 


Calcule || 2 U+4V I^, sabendo que ll u [= 1, I| v || = 2,e a medida em radianos do ângulo en- 


=» =}. 2т 
treueve 3: 


10. Se A, B, C são vértices de um triángulo equilátero de lado unitário, calcule: 


> > > > > > 
AB - BC + ВС - СА + CA- AB 


1 EN > > > > > > 
ais. | | = 2, calcule u-vtv*w*w-u. 


E ; : > >, т 

412. A medida em radianos do ângulo entre u e vé FE Sabendo que || ull = М5 , е Il vi E 
> > > > 
ache а medida em radianos do ángulo entre u * v е u— v. 


: >> > ee ; > 
13. Fixada uma base ortonormal (i, j, k), e tomado v +0, chamam-se co-senos diretores de v 


relativamente à base fixada os números cos a, cos B, cos у, onde a, B, y, são as medidas dos 


2 > з >>> 
ángulos que v forma, respectivamente, comi, j, k. 


a) Sendo у= (x, y, Z), prove que 


b) Prove que 
cos? a + cos? В + cos? y = 1. 


s 
ў E => = “> РК M 
c) Prove que os co-senos diretores de v são as coordenadas do versor de v, isto é, de — . 


H vll 
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> > : G 
d) Sendo 0 a medida do ángulo entre v, e v>, de co-senos diretores cos e , COS Bi, cos y, 


e cos q», COS B; , COS уз, respectivamente, mostre que 
cos Ө = cosa, cosa, t cos B, cos), + cos y, COS ya 


> > 
e) Ache os co-senos diretores de v = (1, —3, V6) e de —v. 


> > > > > > . -— 

f) Sendo E = (e,, e;, e3) e F = (f, f2, f3) bases ortonormais, mostre que a j-ésima coluna 
> 

da matriz de mudanga de E para F é formada pelos co-senos diretores de f em relação 


a E. 


> 
14. Ache a projegáo do vetor w na direção do v nos casos 


à w-(L-L2 — v = (3,—1,1) 
b) w-(CLLI) v = (2,1,2) 
yO w = (1,3,5) Y = (23,1,0) 


>. > > > 
15. Decomponha w = (--1, —3, 2) como soma de dois vetores w, e w5, com w, paralelo ao vetor 


(0,1,3) e wa ortogonal a este último. 


> > > > 
16. Decomponha w = (1, 0, 3) como soma de dois vetores м; e w2, com wi, (1, 1, 1), (-1, 1,2) 


> 
linearmente dependentes e wz ortogonal a estes dois últimos. 


> > > 
17. (Processo de ortonormalização de Gram-Schmidt.) Dada a base (f,, f,, f3) ache uma 


> > > > 
base ortonormal (еу, ex, ез) tal que e;//f, e е, seja combinação linear de f, e fj. 


А > > > 
Aplicação f, =(1,2,2), £,=(1,0,1), f, =(1, 1, 1). 


> 
f, 


> > 
е, = m ; use O Exercício Resolvido nº 7 para escrever diretamente e; ; use 
Hf, ng 


Sugestão: 


PN H + > 
o Exercício Resolvido nº 8 para escrever diretamente ez. 
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18. 


22. 


23. 


24. 


. Mostre que 
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Prove que avda + Lu Iv) i (Iviu = luv) 


> > >, > > > > > > 
. Prove que se u i (v — w)e v i (w — u), então w i (и — v). 


> > > > 2 > > 2 > > > > > > 
u. v= y CHu+vl — Ilu-vll)equeu-v=0 e Ju+vil=lu- vll 


. Mostre que as diagonais de um paralelogramo têm mesma medida se e somente se o paralelo- 


gramo é um retângulo. 
> > > > > > 
Sugestão: Traduza para llut у || = [и —vl| + uiv. 


=> 
u 


Mostre que as diagonais de um losango: 


a) sáo perpendiculares e reciprocamente, se um paralelogramo tem as diagonais perpendi- 
culares, ele é um losango; 


b) bissectam os ángulos internos. 


a) Mostre que a mediana relativa à base de um triángulo isósceles é perpendicular à base e é 
bissetriz do ángulo do vértice. 


b) Mostre que se um triângulo é isósceles, os ángulos da base são congruentes (isto é, têm 


a mesma medida). 


c) (Recíproca de (b)) Mostre que se um triángulo tem dois ángulos congruentes, ele é isósce- 


les. 


Mostre que as bissetrizes de ángulos adjacentes suplementares sáo perpendiculares. 


Sugestão: Exercício 3 


25. 


26. 


27. 


28. 
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Mostre que a soma dos quadrados dos comprimentos das diagonais de um paralelogramo é 
igual à soma dos quadrados dos comprimentos dos quatro lados. 
Sugestão: Mostre que D С 


> > 2 > > 2 > 2 > 2 
lu*vil + Лау 22(lull +I vll) 


+} 


= 


Mostre que 


> > > > : 
a) lx+yl <l xl +I y || (propriedade triangular) 


> > > > 
b) Ilxll-lyli<ix—yll 
> > > > >> ` 
с) |x-yl=1x 1 ly ll * x,y são lineares dependentes 
Sugestão 
>> > >> > > 
a) lx*yl = IXI +2 у Y IÓ, Use x-y«ix-yl«lxily i 


(Desigualdade de Schwarz.) 
b) A desigualdade equivale a 
SMN MY SY IL 


> > >, > 
Escreva x = (x — y) + y. Use a parte a. 


> > 
"nn l v || = Hull ey 5 
#0,w= —— — и + —————— v, prove que w forma ángulos 


u > > > > 
lu + Hv Ii lu + Iv 


>> 
Sendo u £0,.v 


> > 
congruentes com u e com v. 


a) Prove a relação de Euler 


—  — 


ВА -DC+AC-DB+CB-DA=0 


72 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


b) Prove que se um tetraedro tem dois pares de arestas opostas ortogonais, as duas arestas 


restantes são também ortogonais. 


c) Prove que as alturas de um triângulo passam por um mesmo ponto (este exercício já foi 
proposto no Capítulo 4; usando a relação de Euler, sua resolução fica muito simplificada). 


29. O objetivo deste exercício é resolver a equação 


> > 
x -u =m 


(u + 0) (a) 


Vamos tentar visualizar geometricamente o conjunto-solução V da mesma. Como 


> > 
> X ' ° Uu > 
x 


lul? 


proj > 
u 


> 

E б m > 

projeção sobre u é TO Tê TH 
u 


Esta observação já nos dá uma idéia de V. 


Tomando O € E? e sendo 


ЕЧ 
m u 

P, = O+ — —- vemos que se 
lulu] 


P pertence ao plano 7 que contém 
> Е _ > 
P, e é ortogonal аи, então x = OP 


E 
é solução, pois a projeção de x na 

> H m $ 9 PEE 
direção de u é ҮР u её fácil 


4 
se convencer que todo x solução de 


(a) se obtém assim. 


Então 
> 
> — — — — m u 
X=0P>PPSOR РОР —— 
lulu ll 


u (Exercício Resolvido nO 7), temos que V é o conjunto dos x cuja 


, a equação nào tem solução se m É 0, e qualquer x € у? é solução se m = 0. 
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zr ч” . : 
Tomando a e b vetores linearmente independentes e paralelos а m , podemos escrever 


m 


2 
Hull 


> 


u (1) 


— > > > > > 
PP = Aa+pAb, logo x=Aha+ub+ 


Quando Aeg percorrem R, x percorre V, o conjunto solução de (о). 


Para justificar rigorosamente as afirmações, indicamos os passos seguintes, deixados como 
exercício. 


Considere a equação homogênea 
-0 (uz Ó (8) 
Vamos fixar uma solução particular de ( а), que denotaremos por Xs. 


> > 

a) Mostre que o conjunto-solução de (8) é o conjunto dos vetores da forma Aa + ub, onde A 
>> 

e 4 percorrem R e a e b são dois vetores fixados, linearmente independentes e ortogonais 


> 
au. 


b) Mostre que se x é solução de (o) então x -х, é solução de ($) (isto é, existem A, € R 


г > > > > > P 
tais que x = X, f Ла + ub) e que todo x dessa forma é solução de (a). 


> mu 
c) Mostre que x, = —— é solução de (о). 
Hull 


d) Conclusão: de (a), (b), (c) concluímos que o conjunto-solução de (o) é formado pelos x 


dados por (y), onde Ae џ percorrem R. 


30. Resolva o sistema 
> 
u 
> > 
=m (у = 0) 
>>> > š e; 
31. Mostre que se E = (е;,е,,ез) e F= (f Ё, 6) são bases ortonormais, então a matriz M de 


mudança de base de E para F satisfaz M. M! = Mt. M = L, onde I é a matriz identidade (ma- 


trizes com tal propriedade chamam-se matrizes ortogonais). 
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Sugestão: Sendo M = (aj), use as relações 


O,sei*j 
> 
fi > f¡= 
l,sei-j 
para concluir que 
a? +a? +a? =] 


2 2 E 
ау, ta, +аз = 1 
2 2 2 _ 
ауз ta, ta, = 1 
a, a, ta,a, +а, а, = 0 


11712 22 22 31 32 


aja, 44,2, tasa, = 0 


аа, 42,2, ta 
e daí que Mt .M=1 
Observações (verifique-as!) 


1. Méortogonal ~ М-! = М 


2. М é ortogonal < о produto escalar de dois ““vetores-coluna” (linha) é nulo se eles forem 
distintos e igual a 1 no outro caso. 


3. Se М é ortogonal, então detM é 1 ou —1. 


32. Reconheça as matrizes ortogonais: 


а)| 1 0 1 b| 1 0 0 
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Мз 1 А à 1 Я Е | 
с —TIIl ' — — ——r K —n 
2 E V2 
1 Уз 1 ë 1 
2 2 V2 V2 
0 0 1 0 1 0 
2 2 6 
= бы = pa 3 2 
E) 3 3 91 7 
2 2 A 2: 6 3 
3 3 3 7 
22, 1 2 3 2 6 
3 3 3 7 


33. Ache as inversas. das matrizes ortogonais do exercício anterior. 


34. Mostre que uma matriz ortogonal 2 x 2 deve ser de uma das formas 


cosa  —sena cos a sen а 
ou 
sena cosa sena —cosa 
Sugestão a b 
M = ,detM = + 1. Iguale: M-! = Mt. 
с d 


35. Na figura ao lado, temos um cubo de aresta 
unitária. Considere os vetores 
> — — 
e; = DH, e, = DC, ©з = DA, 


SD CE 


=CD +CB, y =DC + CB 
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36. 
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> > > 
a) Explique por que E = (е, , €2, e3) é uma base ortonormal. 


b) Calcule as coordenadas de u, ve w em relação à base E. Calcule pu Ї е ШУП. 


> > 
u v 

c) Mostre que F= (E. È, fs) é uma base ortonormal, sendo È = I ‚= TOR e 
lu [| vil 


fs = w. 


d) Obtenha a matriz M de mudança da base E para a base F e a matriz N de mudança de F 
para E (veja o Exercício 31). 


e) Calcule as coordenadas do vetor HB em relação à base E e em relação à base F (veja o 


Exercício Resolvido nº 5). 


А >>> > 1 
Seja Е = (i,j, k) uma base ortonormal. Sendo u = — (i*j 
Уз 2 
> > > > >>> 
у= We (2i —j +k), prove que F = (u, v, w) é uma base ortonormal e calcule as coordena- 


> >>> 
das do vetor a = 3i — 2j — k em relação à base F (veja o Exercício Resolvido nº 5). 


MEI 


BIBLIO? SQ. 


ORIENTAÇÃO DE V? 


e Considerações intuitivas 


Provavelmente, você vai achar muito estranho o objetivo deste capítulo: queremos “orientar 
o espaço”. À primeira vista, não há nada de intuitivo nessa idéia, mas antes que você pense que 
se trata de “loucura de matemáticos”, vamos fazer algumas analogias. 


“Orientar uma reta r” você sabe bem o que é. Trata-se de escolher um sentido para r. Como 
dizer isto de modo preciso? Ora, fixando um vetor vÚ paralelo a r, podemos considerar a classe 
A de todos os vetores que tëm mesmo sentido que v, e a classe B dos que tëm sentido contrário 
(isso foi definido no Capítulo 1). Indicando por V! o conjunto dos vetores paralelos a r, vemos 
que V! - (0) = AUB е An В = 9.Qualquer vetor de Adá à reta r a mesma orientação, e qual- 
quer vetor de B dá à reta r a mesma orientação, contrária à anterior. Podemos então dizer que 
A e B são as duas possíveis orientações de r (ou de V!). Escolhida uma delas, r (ou У!) está orien- 
tada. Repare que, na prática, tudo consiste em escolher um vetor LI (portanto não-nulo) paralelo 
ar, e classificar os vetores não-nulos paralelos a r pelo critério do “sentido”. 


E se quisermos orientar um plano 7? Intuitivamente falando, trata-se de escolher um sentido 
para as rotações desse plano: horário ou anti-horário (como você sabe isto é muito útil em Trigo- 
nometria, por exemplo). Vamos dizer isso usando uma linguagem semelhante à utilizada no caso 
da reta. Inicialmente adotamos um critério de comparação entre pares ordenados LI de vetores 
paralelos a T: diremos que (u, v) é um par horário se a rotação que u deve realizar para se super- 
por av pelo caminho mais curto (é claro que estamos falando dos representantes) for no sentido 
dos ponteiros do relógio; caso contrário; dizemos que o par ordenado (u, v) é anti-horário. 
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Consideramos, então, a classe À dos pares horários e a classe B dos anti-horários. Cada par ordena- 
do LI de vetores paralelos a п pertence a uma só dessas classes. Dizemos então que Ae B são as duas 
possíveis orientações de т (ou do conjunto V? dos vetores paralelos a 7). Escolhida uma delas, 
7 (ou V?) está orientado. Observe que na prática tudo consiste em escolher um par ordenado LI 
de vetores paralelos a 7 e comparar os demais com ele pelo critério descrito acima. Observe ainda 
que se dois pares são da mesma orientação, um deles pode ser deformado continuamente até se 
superpor ao outro, respeitada a ordem dos vetores, sem que se perca a independência linear em 
nenhuma etapa do processo. 


Cremos que agora a idéia de orientar o espaço já lhe parecerá menos esdrúxula. Intuitiva- 
mente falando, as bases E = (е, ; e, ез) е Е= @, È EA têm mesma orientação se uma delas 
pode ser deformada continuamente na outra, sendo que durante a deformação os três vetores 
nunca deixam de formar base. Veja a figura. 


e 
f É 
Ela ilustra o fato de que E e F têm mesma orientação. A figura seguinte, por outro lado, 

> > > ad z 26 u P 
mostra que Е, = (e,, ез, -€3) não tem mesma orientação que F, pois você consegue deformar 


E > > > А E 
continuamente Е, = (е, ез, -ез) em F, mas vai haver um instante da deformação em que os 
três vetores ficam linearmente dependentes. : 
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Outro critério que se usa com freqüéncia, na Física, para comparar duas bases quanto à orien- 
tação é classificá-las em dextrógiras (as que obedecem à “regra do saca-rolhas”, ou à “regra da mão 
direita”) e levógiras (as que desobedecem). Veja um livro de Física ( * ). 


Como tudo isso envolve um forte apelo à intuição geométrica, surgem dificuldades na tenta- 
tiva de formalização. É possível no entanto dar um tratamento rigoroso e provar que Е e F têm 


mesma orientação + a matriz de mudança de E para F tem determinante positivo. 


Nessas condições é para nós mais cômodo usar esta caracterização como definição de bases 
de mesma orientação. A formulação matemática de deformação contínua nos levaria além do 
objetivo deste livro. Enviamos o leitor interessado ao Capítulo II, $ 10, do livro Introduction to 
Modern Algebra and Matrix Theory, cujos autores são O. Schreier e E. Sperner. 


Confira agora a sua intuição do que sejam bases de mesma orientação nos casos: 


a) 5 


so 
«e^ 


b) 
£ 


š, 


(*) Por exemplo The Feynman Lectures on Physics, de autoria de R. P. Feynman, R. B. Leighton, M. Sands, 
Editora Addison-Wesley, 1966, p. 204, vol. I. 
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c) š, 7 
š, f 
$ 
! š £, 
d) : é 
fs 


LA 


(Respostas: E e F têm mesma orientação nos casos a) e c), e orientação oposta em b) e d)). 


Definição 1 


Sejam E, F bases de V?. Dizemos que E tem mesma orientação que F se a matriz M 


-1 
de mudança de E para F tem determinante positivo. Nesse caso, como F > E, e det (M!) = 


= X . resulta que F tem mesma orientação que E. Dizemos então que E e F têm mesma 
orientação. Quando duas bases ndo têm mesma orientação elas se dizem de orientação oposta. 
Com isto. as bases de V? ficam divididas em duas classes, que podem ser dadas assim: escolha 
uma base E de V°. Considere todas as bases cujas matrizes de mudança para E tenham determi- 
nante positivo. Essas bases formam uma das classes, digamos A. As outras bases, isto é, aquelas 
cujas matrizes de mudança para E têm determinante negativo, constituem a outra classe, B. 


Observação Pode-se provar que (faremos parte disso adiante). 


1. Duas bases quaisquer de À têm mesma orientação, o mesmo sucedendo com duas bases 
quaisquer de B 
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2. Uma base qualquer de Ae uma base qualquer de B têm orientação contrária. 
3. As classes Ae B não dependem da escolha da base inicial E. 


Definição 2 


Y ! 
Qualquer uma das classes À ou B, se chama uma orientação de №3. Escolhida uma 
delas, dizemos que V? está orientado e nesse caso as bases da classe escolhida são chamadas 
positivas (e as da outra, negativas). ў 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Prove que se E tem mesma orientação que F, e F tem mesma orientação que G, então E tem 
mesma orientação que G. (Propriedade transitiva) 
Resolução 


Sendo EM, F, F N G, sabemos que E MN, G. Porhipótese, 


det M > 0 (E e F têm mesma orientação) 


detN>0 (F e G têm mesma orientação) 


logo det (MN) = det M. det N> 0, isto é, E eG têm mesma orientação. 
2. Prove a afirmação da Observação 1. 


Resolução 


Tomemos duas bases F e G de À. Então, por construção de A, sendo F E E е С d E, 


temos que detM>0 e det N >0. Massabemos que F Мы С. Então, 


det М 


det (MNT!) = (det M) (det N 1) = 
( ) = (det M) (de ) Tet N 


> 0 


Logo FeG têm mesma orientação. 


Quanto à 22 parte: tomemos Н e J, bases de B. Sendo НЕЕ e J x E, temos que 
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| x o em " RT! 
de: В < 1 = det T<O, pela própria definição deB. Então, por ser H ——— J e 
E -1 det R А А 5 
cer ҜЕТ - = det R .Ше Тт” = Jei T > 0, concluímos que H e J têm mesma orientação. 
e 
Mostre que as bases E = (e › е, ,63) e F= (е; 2 е, А ез) têm orientação oposta. 
Resolução 
M 
Sendo E — F, temos 
—- 0 0 
M = 0 1 0 
0 0 1 
Logo det M = —1 <0, e a afirmação segue. 
>>> >> + >, > 
Mostre que se as bases E = (u, v, w) e F = (u, v, r) têm mesma orientação, e r // w, então 
> > А > >. . | > > 
r = À w, com A > 0 (isto é, r e w têm mesmo sentido). Em particular, se [Ir || = || w ||, resulta 


> > 
A= 1 e portanto r = w. 


Resolução 


Sendo E M, F, temos, pondo r = A w, que 


Orientação de y? 83 


> > > > 
Por hipótese, det M > 0, logo det M=A>0. Caso lr 1 = 1% ll, de lr ll= 1А w = 
LAI = Iw ll resulta A = 1. 


Faça uma figura para entender geometricamente este resultado. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Verifique se as bases têm mesma orientação, ou orientação oposta nos casos 


> > > > > > 
Idem para E = (е,, €2, e3) e F =(f;, fz, fs) nos casos 


a) 


> 


> > 
f, = 2е, — €2 == 


> > 
= €1 783 
> 


= е, 


> 
°з 


b) 


> > > > 
fı =e +ез +ез 


> > > > 


fa =€; — €z tes 


> > 
Ёз = е] +ез – ез 


c) 


> > 
fi =e; 
> > 
f е2 tez 
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Prove que “ter mesma orientação” é uma relação de equivalência, isto é: 
q ç ç q 


a) 


b) 


E tem mesma orientação que E (propriedade reflexiva), . 


se E tem mesma orientação que F, então F tem mesma orientação que E (propriedade 
simétrica); 

r 2 
se E tem mesma orientação que Ғе Е tem mesma orientação que С, então E tem 
mesma orientação que G (propriedade transitiva). 


Prove a afirmação feita na Observação 2. 


Prove a afirmação feita na Observação 3. 


Sugestão Sejam A' e В” as classes obtidas pela escolha de E”. 


19 caso: Suponha E e E' de mesma orientação. 


Então prove que A’ = Ae B' =B. 


29 caso: Suponha E e E' de orientação oposta. 


Então prove que А’ =B, B'=A. 


> > > A š 
Dada a base E = (e,, e;, ез), considere as classes À e В como no texto. Decida se FEA ou 


> > > 
F £B. sendo F = (f4 , f2, f3), nos casos 


— > > > > > 

I= ey +e2-2e3 b) e,-7-2f, 

— > > > > 
ln=-—e te, €, = Е ги 
== > > > > > > 
y” еу+ез ез= fitfz+f3 


> > > > > > 
Sendo E = (e,,e>,€3) uma base positiva e F = (ое, дез, уез) também, qual a relação entre 


os números а f, y” 
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8. Mostre que, sendo E = (u, v, w 


,W 


w)eF= (u, v, V, T) bases de orientação oposta, e r T// W, então 


T= Аз com À <0 (isto é, Te w têm sentido contrário). Em particular, se r Te W têm normas 


. " > > 
iguais, resulta A= —1 e portanto r= —w. 


CAPÍTULO 10 


PRODUTO VETORIAL 


> > 
Dados os vetores u e v, vamos definir um vetor a partir deles, chamado de produto vetorial de 


>> ATTE ce cc А E 3 E 
u e v, o qual indicaremos por u a v. Para isso, deveremos orientar У?, como se verá. 
Definição 


Fixemos uma orientação de V?. Dados uev de V? definimos u ^ v, produto 
vetorial de u e », da seguinte maneira: 


> > 
(i) seu е у forem linearmente dependentes, 


> > 
uav 


ке 
=0 


^ 


> > > > 
(ii) se u e v forem linearmente independentes, u ^ v será o vetor com as seguintes caracte- 


rísticas: 


> >. 

a) lu av Ilé igual à área de um pa- 
> > 

ralelogramo definido por u e v, 


isto é, 


> > > 
llu a vll По || lvi sen Ө 
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> 
onde 0 é a medida do ángulo entre u e V. 


>> > > 
b) ua vé ortogonal au e a v. 


>>> > A 
c) (u, v, и ^ v) é uma base positiva de үз. (Veja a figura.) 
ГА 
е Atenção: JAMAIS cometa о erro de 
TAT escrever 


[^ 
> > > 
u av= lu 11У М sen 8. 
Isso não faz sentido, uma vez que 
8 > > о 
u ^ у é um vetor e o 2? membro 
da igualdade acima é um número real. 
n > > 3 . 
Е O número || о || || v || sen 0 é, isto sim, 
8 > > 
a norma do vetor u a v. Como, porém, 
» vale para o produto escalar a igualdade 
u P 


> > > > 
u + v= |lu || [| v || cos 6 


(o produto escalar é um número real!) vocé será tentado muitas vezes a cometer aquele erro. 
CUIDADO! 


Observação 
> > > > > я 
u av=0%ue v são linearmente dependentes. Em 


A e 


Da própria definição resulta que 
š > > > 
particular, u nu =0. 
Proposição 


AA ES > > 
Seja (i,j, К) uma base ortonormal positiva. Então, sendo u = (Xy, y1, 21), v =(X2, 2,22) 
relativamente a essa base, tem-se 


Yi Z Zi XI X yi 


y 
y 
А; 


y2 2 Z2 X X ya 
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Demonstração 
Seja 
ур Z) 2) XI x У! 
IM > > > 
>, it x j+ k (1) 
| Ya 22 ‚72 Х2 хз ya 


: e А > > > > 
(i) seu ev forem linearmente dependentes, então ou u = Лу ou v = Au; logo, 


x (= Ах; x2 = Ax, 
ou4 y, = Лу; 0uj уз = Ay, 
Z1 = Aza 72 = Az; 


logo todos os determinantes em (1) sáo nulos. 


Daí 


> >> 
w uav 


> > 
(ii) Vamos supor agora u e v linearmente independentes. 


2 2 
a) Yı Z 7) Xj X% Yi 
nd 
lw = * * = 
У2 22 23 X2 хз ya 
= (yia —Ya 21)? +(2, x; — Z2 X1)? + (xi ya — xa yi)? (2) 
Agora, 
> > > > 24 Ч 
Hua. v] = [ч ПУ sen? 0 = Huj Ivi? — cos? 0) | 


" 


PO apu — 2 O 
ul lvl — Hull ПУ 1 cos? 87 


їз? у? Y = 


LU 


Ц 


2 
(х2 tyi +25) (xi +у? +22) —(x1 X2 ty) ya +21 22) 
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Um cálculo simples nos mostra que esta expressão é igual a (2), logo 


ә 2 > > 
йу = Hua vit, 
ou seja 
4 
> > > 
; [м = lu. vll (+0) (3) 
CORE yi 21 21 Xi хр У; 
b w'uc- x, + yi + 2 = 
Уз 22 23 X> Хз Уз 
X ур Zl 
=] X% у Zz|7 0 
Xx Уз 23 
> > 
Analogamente, w * v = 0. 


. > >> 
Assim, w Lu, w Lv, donde 
> > 
uav 


// (4) 


c) Vamos mostrar que (u,v, w) é uma base positiva, e portanto, pelo Exercício Resolvido n9 4 
do capítulo anterior, 
>>> 
weu 


e u a v tém mesmo sentido (5) 


m > > > 
De (3), (4), (5) seguirá que u ^ v = w, concluindo a demonstração. 
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A matriz 
XI 
M= УІ 
21 


é a matriz de mudança de 


X2 


Ya 


72 


terceira coluna vem 


det M = 


21 УІ 

21121 
2 

Z1 21 
+ 

Z3 |Z2 


yi "4 
Уз 23 
Zi X; 
2 X2 
X Yi 
хэ Ya 


Y2| |71 
Z2 Z2 
2 
Xi [Xi 
+ 
X2 X2 


Хү |X1 
X2) |21 
2 
Yi 
У2 


X3| |X1 
22| |X2 


X2 


У2 


>>> ; er dime ye 
Logo a base (u, v, w) tem mesma orientação que a base (i, j, k), sendo portanto positiva. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


> > > > 
1. Calcule u a v, sendo u = (1, 2, 3), v = (—1, 1, 2) (referidos a uma base ortonormal positiva 


(,j R). 
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Resolução 
> > > 
i j k 

uav=| 1 2 3| = Q.2-1.31*(-0.3-1.2]*0.1-(D.2K- 
—-1 1 2 


-1-Sj*3K -(1,-5,3) 


IRR 
Prove que se (i, j, К) é uma base ortonormal x 
positiva, entáo o diagrama ao lado nos dá / 
> 
todos os produtos vetoriais entre os elementos 1 k 
E mae 
da base de acordo com a regra: o produto 


vetorial de dois elementos é o outro ou seu oposto, conforme se siga ou não a flecha. Assim 


> > > > > > > >> > > > > > > > > 
iaj=k jaksi k^izj jri=-k k^j*-i i^4k--j 
Resolução 

Por exemplo: 


inj= [1 0 0|= oi+oj+1k=K 
0 1 0 
> > > 
i j k 
> > > > > > 
i ak= 1 0 0 = 0.i-1j+0k = -~j etc. 
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3. Calcule a área do triângulo ABC, sabendo que, relativamente a uma base ortonormal positiva 


>> > 


(1, j, k). c 


AC = (1,1,3) 


CB = (-1,1,0) SE j 


Resolução DN RU, 
D 
Sabemos que a área procurada é metade da área do paralelogramo ADBC (ver figura), a saber 


l = > 
> || AC ^ CB ||. Calculemos 


> > > 
i j k 

— > 

AC a CB = 1 13] = 4332) 
-1 1 0 


l> > 1 N22 
ПАС ^ CB || = 7! (-3,-3,2)] = — L 93934 


2 
> > > > 
4. Mostre que uav = —v^u 
Resolução 
> > > > 
Basta calcular u av e vau conforme a Proposição 1. 


Vejamos agora propriedades do produto vetorial. 


>> > >> 


Proposição 2 Para quaisquer u, ш, U2, V, vis V2 de V3 e À € IR tem-se 


> > > > > > > 
l. чл (Ур ty) = uay fU A V2 


> > > > > > > 
(uj +0) a v=u, А Y+U) AV 


с) 
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2. wa(X)es(Xu) ^v = AQ av) 


> > > »(*) 
Uu^v-7—v^U 
Demonstração 


São todas decorrentes facilmente da fórmula dada na proposição anterior. A título de 
exemplo, mostraremos que 


u si (x, y, z) 
s 
vi = (Cyr z) 
ИЧ 
va =  (X2,Y2,22) 
Entáo 
> > > 
i j k 
> > > 
ил (у +v2)=| x y РА = 


y z z x x y 
> > gx ou 

= 1+ ј + К = 

yi +уз 2 tz Zí +7; X; TX; Xi tX, yi t yo 

y z y z Z x Z x 

> 

= (| + )i +( + )j* 

yi 21 y: 2 2] Xi Za X2 


Já provado no Exercício Resolvido n9 4. 
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X y x y 
zy 
*( + )k = 
X yi X. y2 
y Z z x x y 
= > > 
= i + J] + k + 
yi 21 2] Xj Xi yi 
z 
y E Z X e х y 
Н аса 
+ i + j + ru 
z 
2 22 Z, X 
у ie X ya 
> > > > э > 
i j К i j к | 
E X y 2 х у Z 
> > > > 
Xi yi a| t |x, у, „| VANS 
h E > > > > : gx "TA 2 
Atenção Ма expressão и лу + у л w, cuidado para não errar ao pôr v em evidência, escre- 
> > > P 
vendo v ^ (u + w). O correto é: 
> > > > > > > > > 
u^vVtvaAaw^uav—w^av-(u-w)^v 
ou então 
> > > > > > > > > > > 
u^Vtv^AWw* -VAaUuU+vVAWw=va(—-u+w). 


EXERCICIOS RESOLVIDOS (Continuação) 


; z UN 
Mostre que o produto vetorial não é associativo, calculando (j ^j) ^ i e j^(j AD. 


Un 


Resolução : 


K 
a e N= > 
x b: Yeu ma o 
E — 
i j 
MÀ 


logo 
> + > > > 
Ол ліж јлл 
> > > > > > 
6. Vale о cancelamento u AV = UA W > v = w? 


7. 
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Resolução 


Cuidado, aqui é fácil errar. A resposta é não. Eis um procedimento correto: 


> > > > > > > > > > > > > > > > 

uav = улу Ф улу олм = 0 е ул (у м) = 0 > uev-—wsáo LD 

obter um contra-exemplo, tome u= (1,0,0), V= (6, 0, 0), w- (1, 0, 0). Então VA w, mas 
> > > 

-0-2u^w. 


Mostre que o produto vetorial de dois vetores muda de sentido ao se trocar a orientação de 
V? . Mais precisamente, sendo А e B as orientações de V?, e indicando por ^ e Х os produtos 


vetoriais relativamente a A e B, respectivamente, entáo 


- 


> > >. 
u V=—UAV 


^ 


Resolução 


> > i Y > > > 
Se u e v forem linearmente dependentes, então a igualdade acima se verifica (0 = —0). 


> > > > 
Senão, temos que u ^ v e u^ v têm mesmo módulo, e mesma direção, de acordo com a defi- 


nição de produto vetorial. Então 


> > 
u^V 


> > 
= €UAV (a) 


sendo €= | ou €= —1. Para decidir isto, observemos que pela definição de produto vetorial, 
> >> > >> ә | : 
(u, v u^ v) EA, e (u, v, u ^ v)€ B. Então, o determinante da matriz M de mudança de base 


da primeira para a segunda base deve ser negativo. Mas 


1 0 0 
M = 0 1 0 Z det M=€ 
0 0 € 
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e como deve ser det М< 0, resulta є <0 donde e=-1. 


tese. 


EXERCICIOS PROPOSTOS 


NOE eram 
É fixada uma base ortonormal positiva (1, j, k). 


> 
[27] 


Ee 


a) u= (6, 
b u= (7, 
O а= (1, 
d а= (2, 


= 
u nos casos 

-4), v = (-1,-2, 1) 
> 

Sy v = (1, 2-1) 

Do v=(1, 1, 4) 

2, v= (4, 2, 4) 


Substituindo em (a) resulta a 


Calcule o momento em relação ao ponto O da força f= (—1, 3, 4), aplicada ao ponto P tal 


— — 
que OP = (1, 1, 1) (este momento é OP ^ 0). 


EN 
A medida em radianos do ángulo entre u e 


Sendo ABCD um tetraedro regular de lado unitário, calcule || AB 


=з 
уе 


Sendo lu [= 1, 


ES 
ll v 1= 7, calcule 


— 


^ AC I. 


| — — 
ше + 2722 Co raralelogramo ABCD sendo AB = (1, 1, –1) е AD=(2,1,4) 


(6) Calcule a área áo irárgulo ABC, sendo AC= (-1,1,0) e AB=(0, 1,3). 


. А > > 
б. Ache um vetor unitário ortogonal a u = (1, -3, 1) ea v = (-3, 3, 3). 


10. 


11. 
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> > >> > 
Dadosu=(1,1,1), у = (0, 1, 2), ache uma base ortonormal positiva (a, b, c) tal que 


o que u. a 
(i a/fu, a tem mesmo sentido que UEPE COEN 
> > > КЫ 
(ii) b є combinação linear de u e v, e sua primeira coordenada é positiva. Mil 


BIBLIS С A 


Resolva o sistema 


Ache x talque x ^(1* ) -2( *j К), ellx ll» V б. 


> 
Sabe-se que x é ortogonal a (1, 1, 0) e a (—1, 0, 1), tem norma У 3 e, sendo 0 a medida do 


ângulo entre x e (0, 1, 0), tem-se cos 0 > 0. Ache x. 


> > > > > > 
(==. que lu^vl? +(u • v = lu? vi? 


13. 


15. 


16. 


Prove que 

> >2 > 2 ж 2 
a) алУ <llul vl 

> > > > > > 
b) алу = [и Уе uiv 


. Prove que (а + ^ (а —у) =2 (v^ ч) 


> > > > _ 
Prove que se u tv tw = 0 então 


> > > > > > 
(a) usv=vaw=wau 
> > > > > > > 
(b) uavtyawtwau=3(uav) 
> > > > > > > > > > 
Prove que (u – v) a (и -w)=uavtvyvawtwau 
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17. 


18. 


19. 
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> > > > > > > > > > > э > > > > 
Prove que (u -D л (у ж) *(v- D ^(w —u) +(% — t) ^(u— v) = 2(uAV4V AW WU) 


= 
— w são linearmente dependentes. Prove 


> 
= O então W= 0. Inter- 


El 
> 


ind aed H ñ 
Prove que se ue у são linearmente independentes, e 


prete geometricamente. 


> > > > > > > > > I 
Prove que se u:v=0 e uav=0 então u=0 ou v=0. Interprete geometricamente. 


21. 


Il AB ^ ACI 
Prove que a altura do A ABC relativa ao lado AB mede h = —— — — 
| AB || 


oc a distáncia do ponto C à reta r que passa por dois pontos distintos A e B. 


a 


ын a distância entre duas arestas opostas АВ e CD de um tetraedro ABCD em função de 
AB, DC, AD. 


CAPÍTULO 11 


DUPLO PRODUTO VETORIAL 


> o > . > 
Queremos neste capítulo achar uma expressão para (u ^ v) ^ w. 


> > >> 
Vamos supor inicialmente que u e v sejam linearmente independentes. Como u ^ v é ortogonal 
> > > > > 
aueav,e(u^v)^w éorto- 
> 
gonal a u ^ v então resulta que 
> > > > > _ 
(u^v)^w, u, v são paralelos 
a um mesmo plano, isto é, são 
linearmente dependentes (veja a 
>> 
figura). Logo, sendo (u, v) LI, exis- 
tem À e u reais tais que 


(veja o Corolário 2 do Capítulo 5). 


FR 
Para determinarmos À e u, escolhamos uma base conveniente. Seja (1, j, k) base orto- 
normal positiva, com i paraleloa u, j coplanar comu ev. 
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Então, podemos escrever 


u= (x1, 0, 0) 
> 
v = (x2, y2,0) 


> 
у= (хз, Уз,7з) 


Daí 
> > > 
i j k 
ua v= ХІ 0 0 > (0, 0 x, y2) 
X3 Уз 0 
Portanto 
> > > 
i j k 
> > > 
(олу) лм = O 0 xy | = (-xy2y3,X1y2X3,0) 


Хз Уз 23 


Comparando сот 


Xu + рх = A(x,,0,0) + р(х, уз, 0) = (Ax, +H X2, шу, 0) (conforme (1)) resulta: 


—X1Y2Y3 = ÀX, t L.X 


X1Y2X3 = Ну» 


Mas y, #0 (por qué? ). Logo, a segunda equação fornece 
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H = XiXs (3) 
Substituindo na primeira equação vem 
—X1Y2Ya = AX] t Xi Хз X2 


e daí por ser x, © O (por qué?) resulta 


À7 —(ya Уз * X; Хз) (4) 
Observando (2) vemos que (3) e (4) ficam u= u. w, A= у. w. Substituindo em (1) resulta 
(алу) лж = —(V-w)ust(u-w)v (5) 


> > 
Fica a seu cargo a demonstração de (5) no caso em que (u, v) é LD; lembre-se que nesse caso, 


> > > > 
u=avou у= Ви. 


Pode-se provar facilmente (exercício) que 


чл л) =D (6) 


Observações 
1. Podem-se memorizar estas duas fómulas lembrando: 


a) que o resultado é combinação linear dos vetores entre parênteses; coloque-os na ordem 
em que aparecem entre parênteses. 


UsDaw=()u ()v 
W^(v^w)2()v (Cw 


b) o número que multiplica um deles é o produto escalar dos outros dois, a menos de sinal. 
No primeiro caso, os parênteses estão mais à esquerda, logo, o sinal — é na primeira 
parcela: 
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2. Já sabemos que para definir produto vetorial há necessidade de escolher uma orientação de 


ҮЗ. Ora, existem duas escolhas possíveis; na figura, optamos por adotar a orientação dextró- 


> > 
gira (observe o sentido de u ^ v), como usualmente se faz em Física. 


EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Prove a identidade de Jacobi: 


> > э > > > > č > > 
(uAv)jaw*t(wAu)j^vt(vAw)^u- 0 


Resolucáo: 

> > > > > > > 
(олу) лм = —(v-w)u + (u*w)v 
> > > > > >> 
(w^u)^v = —(u»v)w + (w*v)u 


> >> > >> 
— (w*u)v + (v*u)w 


> > > 
(vaw) au 


Somando membro a membro as três igualdades resulta a tese. 


l. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
> > > > > > I 
Calcule (u ^ v) a we u a (v ^ w) diretamente, e depois usando as fórmulas desenvolvidas no 
; >. 3 1 
texto deste capítulo, sendo u=(1,-— >>), 
relação a uma base ortonormal positiva. 


Prove a fórmula u ^ (v ^ w) - (u . w) v- (u . v) w usando a fórmula deduzida para 
> 


> > 
(u^v)^w. 


a) Suponha que V 1 w e v1u. Então vale (u ^ v) AW=UA(VAW) 
b) Suponha agora que V £ w, ou v £ u. Então (u ^ v) ^w-u^(V^w) > ue wli- 


nearmente dependentes. 


c) Prove que (u, w) LD = (u Av) ^w- 
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Mostre que 

> > > >> 95 >> >> > > 3> > >>> 

(u^) (wat) = -(v-w^AtQus(u-w^Dv- (ü a VÜ w (плуг)? 
> > > > > > + 4> 

Se u lv, prove que u ^ (и ^ (u ^ (ü ^ v)) = jul v 


Prove que u ^ (V ^ (W ^ Ù) = (vet u^w-—(v*w) 


O objetivo deste exercício é resolver a equação 
> > > 
xau=v 


^ 


> > > > > К 
onde u e v são dados. Observemos que se u = 0, então deve ser v =0 (senão não existe solu- 
> > > 
ção), e daí qualquer х é solução. Vamos supor, pois, u #0 . 


x^u- v, usi (a) 


X^u- 0 (и Ad). Nesse caso x = Au (AER) dá o 


A 


a)  Estudemos a equação homogénea 


conjunto de todas as soluções. 


> > 
b) Observemos que se x, é uma solução de (a), então x também é se e somente se existe 
> > > > > > > > > > 
AIR tal que x= x, t Au. De fato, se x é solução de x ^ u = v, como x, ^u = v, resul- 


> > > > Я > > > 
ta, por subtração, que (x — X) ^ u = 0. Logo existe AGIR tal que x — x, = Au. Reci- 


>_> Y 24uAI : - 
procamente, se X =x, + Au é fácil verificar que х é solução de (а). 


> 
c) Vamos determinar uma solução x, de (a). Para que (a) tenha solução é necessário que 


> > > э > > > > > o Я 
u + у= 0, роіѕ Х ^и 1 u. Agora observe que se X, ^ и v multiplicando vetorialmente 


> > > 555 > + > > >> > > 
por u, vem (xy ^ u)^ u=va u donde — (u • u) хо t(x; *U)u=va u 


= 
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Como estamos procurando uma solução particular Xo» vamos supor x, lu, logo 


=Ó. Daí 


É fácil verificar que x assim dado é solução de (a). 


d) Conclusão: xé solução de (e) se e somente se existe AER tal que 


> > ` 
(suposto u * v=0). 
Geometricamente, fixando O € E”, e e P=0+ x, sex percorre o оше das so- 


luções de (а), P percorre a reta r, paralela a q, e que passa por P, = O + Xo 


8. Resolva o sistema 


<{ 


^ 


— 

u 
> 
w 


> 
X 

> 
X 


"I 
B 


m “ А > 
utilizando o exercício anterior. Suponha u • v = 0, 
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9. Resolva o sistema 


pos 2 $ A "ndr 
utilizando o exercício anterior, e depois utilizando coordenadas. A base (i, j, K) é ortonormal 


positiva. 

10. Resolva o sistema 
x^u-0 (14 б) 
>> 
x'u-l 

11. Resolva o sistema 
X ^usv (0-У= 0, u £0 
>> 
x-u=m 

12. Resolva o sistema 
> > > > > > > > 
х^у= и (у = , u у = 0) 
> > > 
xty=v 

> 

13. Ache x tal que 
> > > > 
x*u=m ((u, v) LD 
> > 
xºv=n 

" . > > 
Sugestáo Considere mv - nu para obter um duplo produto vetorial. 
> 

14, Ache x tal que 
> > 
xºu =m 
X-v = n ((u, v, w) LD 
> > 
X*w= p 

15. Seja ABC um triángulo de altura AH. Prove que AH é paralelo a (AB A AC) ^ BC. 


Sugestão Calcule (AB ~ AC) < BC] < AH 


CAPÍTULO 12 


PRODUTO MISTO 


Suponha que queiramos achar o volume V de um paralelepípedo como o da figura: 


> >» 
UAY 


Sabemos que este volume é igual ao produto da área de uma base pela altura correspondente. 
> — > > > — : Я > > > А А 
Sendo и = AB у= Ар w= АЕ, 0 a medida do ángulo entre u ^ ve w, ha altura relativa à base 


ABCD, e S a área da base ABCD, temos 


> > > 
у 1м 1 cos | 


> 
(+) n= |5 1 l00s0l resulta da observação de que o triángulo AME é retângulo em M. O módulo em lcos Ol é 
necessário, pois poderia ser 7/2 < 0 < m. 
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ou seja 


> > 
У = | v*wl 


^ 


y 


> ^ 
, w ao número 


M 


> 

Definição 1 Chama-se produto misto dos vetores u, 
>> > > > > 

[u,v,w] =u ave w 


Observaçóes 
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1. Não há necessidade de parênteses na expressão uav. w, pois a ÚNICA forma de entendê-la é 


> > > 
como o produto escalar de u ^ v (vetor) por w (vetor);não faz sentido pensar em produto ve- 


. > > = 2 a . а 
torial de u (vetor) рог у • w (número real). Mas, se você quiser colocar parênteses, deve ser 


i > > > 
assim: (u ^ v) ° w. 


2. Do mesmo modo que no capítulo anterior foi necessário, na Definição 1, escolher uma orienta- 


ção de УЗ. Na figura anterior foi adotada a orientação dextrógira. 


Proposição 1 Sendo @, jD uma base ortonormal positiva relativamente à qual u= (xi, y, n), 


> > 
у= (хз, У2, 23), у= (хз, Уз, Za), entáo 


Demonstracáo 


i j k yi ZA e Zi X, E Xi Yi 


Xj Уз 2; Ya 22 Z2 X2 X, Уз 
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yi 21 Z Xi Xi yi Xi У 2 
> > > 
олу № = Хз + уз + 23 = | X, y> Za 
У 22 Z2 X2 X; Уу» X3 Y3 Z3 


onde a última igualdade se baseia no desenvolvimento do determinante pela terceira linha. 


N >>> >>> 
Corolário 1 Se (i, j, К) é uma base ortonormal positiva, e (u, v, w) é uma base qualquer, então o 


determinante da matriz de mudanga da primeira base para a segunda é [u, v, w} 


Demonstração Basta observar que, pondo 


4 


Е => 
u = (X1,Y1,21) = хХ{1+у}+», 


+ 


+ 


> 
k 
> > > 
у = (x2,Y2,22) = X2i + yj + Z; К, 

> > > 
w = (X3,Y3,23) = Хзі + ys j + 23 К, 


a referida matriz é 


Z1 Z2 Za 
e daí 
Xi X, Хз X yi Z1 
2 >>> 
det М = | y, у, уз | = X; ya 23 | = [u,v,w], 
1] Z2 Z3 X3 Y3 Z3 


onde a penúltima igualdade traduz uma conhecida propriedade dos determinantes, e a última vale 
pela proposição anterior. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Calcule o volume V do paralelepípedo mostrado na figura anterior, sendo dados, relativamen- 


te a uma base ortonormal positiva, AB= (1,0, 1), BE = (1,1, 1), AD= (0,3, 3). 
Resolução 

Com a notação da figura, temos 
u- АВ = (1,0,1), v= АВ = (0,3,3), w= AE=BÉ+AB=(1,1,1)+(1,0,1)=(2,1,2). 


Entáo 


1 0 1] 

>>> 

[u,v,w]=|0 3 = —3, 
2 1 2 


donde V=|-3]=3. 


Calcule o volume do tetraedro A BC D, conhecendo 


-D 
> > 
у= AB = (x, yi, 21) с 

м 
> —> 
у= АС = (x2,y2,22) 
А 
Ú 


relativamente a uma base ortonormal positiva. 
Resolução 


Sabe-se da Geometria, que o volume em questão é um sexto do volume do paralelepí- 
pedo A BE C D FG H mostrado na figura: 
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Entáo, por ser 


X1 у 21 
>>> 
[u,v,w] = | x; ya 22 А 
Хз Уз 23 


1 
resulta que o volume procurado é r3 do valor absoluto desse determinante. 


Proposição 2 O produto misto: 


1. é trilinear, isto é, 
-> > > > > >> > >> 
[a и, +u, у, w] =a [u,, V, w] + B [u,, v, №] 
> > > > >> > >> > 
[u,a v; +67, wj =a [u, vi, w] + B [u, vz, w] 
>> >> 
v у 


> > >>> > 
[u, v,a w; +8w2]=a [u, у, ж] + B [u, v, wz] 


2. é alternado, isto é, permutando dois vetores entre si, ele muda de sinal: 


[u, v, w] = - [v,u, w] = [v, w, u] zzi — [u, w, v] = [w, , 
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Observação A propriedade 2 acima fica fácil de memorizar observando-se o diagrama ao lado. Se 
vocé fizer o produto misto seguindo as fle- 


chas, obterá os colchetes com sinal +. Se o 


ù Ne . m 

w fizer em sentido contrário ao das flechas, 

obterá os colchetes com sinal — . E qual- 

> quer produto "mum mesmo sentido” é o 

oposto do produto “em sentido contrário”. 

>>> >>> 
Por exemplo, [v, w, u] = — (u, w, v]. 

Demonstração ЕРЕ C pm 

ME 

> > >> >- > > > > > > > 
€ [xu +Bu,,v,w] = (au, +) ^v*w = (au ^vtBu; av) ° w = BIBLE 


> >> > >> > >> > >> 
ащ ^v*w*fu, ^v*w = a[u,, v, w] +8 [uz, v, w] 


> > > 
€ Sendo u= (xi, y1, zi), у= (x4, ya, Z2), W=(X3, Уз, Z3), relativamente a uma base ortonor- 


mal positiva, a Proposição 1 nos dá 


х Yi 21 X; Уз 22 
>>> Y >>> 
(uv, w] =|x, Y2 22% —{х Yi А — [v, u, w] 
X3 Y3 23 X3 Y3 23 
X, Уз 22 X. ya 72 
>>> >> > 
[uv w] = —] xx yi z | = (1) (1) | x; ys z l= [v,wu] 
X3 Y3 Z3 Xi Yi Zi 


e assim por diante. 
Deixamos como exercício as restantes partes a demonstrar. 


Corolário 2 


(isto é, ^ e * podem ser permutados sem alterar o resultado). 
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Demonstração 


Basta lembrar que 


> > > > > > >> > 

uevaw=vaweu=[vw,u] 
e usar a parte 2 da Proposição 2: 

> > > >>> 

[v w,u] = [u, v, w] 


> >>> os 
1l. [u,v,w] = 0 + и, у, м são linearmente dependentes. 
>>> >> > >> 
exemplo [u,v,w] = [u,v +e u + w, w]). 
Demonstração 


Com a notação da Proposição 1, 


X% yi 21 
>>> 
[u, у, w] = Xj ya 22 
X3 Y3 23 
> > > - 2 ЗР 
e vale 0 e u, v, w são linearmente dependentes, como já sabemos. 


$ 
, W] não se altera se a um fator se adiciona uma combinação linear dos outros dois (por 


Quanto à outra parte, basta lembrar que o determinante acima não se altera se a uma linha se 


adiciona uma combinação linear das outras duas. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS (Continuação) 


> > > > > 
3. Prove que [ч + у, v+w, u 


> >> > 
+w] = 2 [u, vw]. 


Resolução 


Existem várias maneiras de resolver o exercício. Uma delas é tomar uma base e aplicar 


a fórmula da Proposição 1. Aí é só usar propriedades dos determinantes. Uma outra maneira é usar 


sucessivamente a parte 1 da Proposição 2. 
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> >> >> > >> >> > UFPE CCEN 
[lu+vvtwut+w] = [uv+w,u+w] +  [v,v+w,u+w] = MEI 
>> >> >> > > >>> > >>> > 
= [u,v+w,u) + [u, v + w, уу] + [v, v, u tw] + [v,w,u + w] = 
w == =—=/ NA AS 
=0 =0 


> > > > 
u*w ut 
> >. > > 
4. Prove que (u лу) * (w at) = 
> > >> 
у, ү vet 
Resolução 
> > > >> > > > > э > > >> 
(олу) (wat) -u*v^(w^t sus ((v:t)w- (у +: w)t) = 


> > > > 
u*w u*t 
> — > > >>> + 
ACI = 
> > > > 
vw vet 
(*) 
a : ; Р > >> > > > 
Na primeira igualdade usamos a propriedade u a v* = U * V ^w, e na segunda, a expres- 


são obtida no Capítulo 11. 


> > > > 
5. Sejam ге s retas, u + O paralelo a r, v # 0 paralelo a s. Sejam Per, Q €s. 


(*)  Vejao Corolário 2. 
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>>> А 
Então r e s são coplanares se e somente se [u, у, ОР] = 0. Prove isto. 


Resolução 


š А € >> — _ 
Isto é imediato, pois r e s são coplanares se e somente se u, v, QP são paralelos a um 
mesmo plano, isto é, linearmente dependentes. E isto ocorre, pela Proposição 3, se e somente 


>> 
se (и, у, ОР] = 0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


É fixada uma base ortonormal positiva. 
>> > > > > 
1. Calcule (u, v, w] sendo u = (-1,-—3,1), v=(1,0,1), w=(2, 1, 1). 


2. Calcule o volume de um paralelepípedo definido pelos vetores U =(2,-2,0), v = (0, 1, 0), 
w = (—2, -1, -1). 


3. Calcule o volume do tetraedro ABCD dados AB = (1,1,0), AC = (0,1,1), AD = (-4, 0,0). 


4. Verifique: 


> > > > > > > 
[ui + uj. v, м] = [u,, v, w] + [u,, v, w] 


>> >> > > > > > > 
[u, v; v3, w] = [u,v,,w] + [u,v,, w] 
>>> > >>> >>> 
[u, v, w, *w;] = [u,v,w,] + [u,v, w2] 
> > > > > > > >> >. > 
A Tu, v, w] = [`u, v, w] = [u,Av,w] = [u,v,Aw]. 
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10. 


11. 


> > >> >> >>> 
Prove: [U +e v + B w, v + y w, w] = [u, v, w]. 


>> > > > >>>, 
Calcule [u, v, w] sabendo que llu ||= 1, Ivll=2, liw || = 3, e que (u, v, w) é uma base nega- 
. > > > ` . . 
tiva, sendo u, v, w dois a dois ortogonais. 


: A >> T > > > > 
A medida em radianos do ángulo entre u e vé v e w é ortogonal a u e a v. Sendo || о | = 1, 


> > >>> T >>> 
Ivll=1, lwll=4, e (и, у, w) base positiva, ache [u, v, w]. 


Prove que 
>>> >, > > 
a) о, У, м] и |! у Цу ll 


b) A igualdade ocorrerá se e somente se algum dos vetores for nulo, ou, sendo todos não- 
nulos, forem dois a dois ortogonais. 


são linearmente dependentes. 


<+ 


> > > > > > 
Prove que se u AV +v AW +w AU = 0, então u, v, 


Prove: 


> > > 
v 


> > >> 
a) (u лу) A v 


^w)*(w ^u) = fu, 


>>> > > > > > > 
b) Se(u,v, м) é base, então (u ^v, vaw, w ^u) é base positiva. 


Prove que a altura do tetraedro ABCD relativa à base ABC é 


Sugestão Volume = B (área A ABC) h. 
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12. 


13. 


14. 


"PE 


16. 
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Ache a distância de um ponto D a um plano T que passa pelos pontos não-alinhados A, B, C, 
conhecendo AB, AC š AD. 


>>> > 
2) Prove que se (€; , €2, €3) é base, e x € V?, então 


>> > >> > >> > 
> [x,62,€3] > [x, ез, €1] > [x,e1,e2] > 
k= s = e t al a es 
[e1, 62,63] [e, , ez, €3) [e1 , ez, ез] 


> > > > 
b) Aplique isto no caso e, = (1, 1, 1), e; = (2,0, 1), ез = (0, 1,0), x = (4, 3, 3). 


Prove que 


> > > > > > 
ох u'y U-z 
>>>, 5955 > > > > > > 
[о, v, ж] [x,y,z] =| ух voy vez 
> > > > >> 
мх W'y Wºz 


Sugestão Se MN = Р, então det M . det N = det P: 


uj 0 U хч у Z Шух + UzXz + UzX3 * * 
Vi V4 Уз хз Ууз Z = ViXi + УХ. + V3X3 * * 
W Wi Va] |X3 Уз Z3 * * * 


Calcule o volume do tetraedro OABC, sabendo que OA, OB, OC medem respectivamente 


2,3,4e que AÓB, BÓC, CÓA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus. 


Sugestão Use o resultado do Exercício 14. 


Prove analiticamente a afirmação feita na resolução do Exercício Resolvido 2. 


PARTE 2 


GEOMETRIA ANALÍTICA 


CAPÍTULO 13 


SISTEMA DE COORDENADAS 


Para localizar um ponto P no espaço lançaremos mão da noção de sistema de coordenadas, 
cuja definição é a seguinte. 


Definição 

€ Sejam O um ponto de E? e B= (e, Pe ез) uma base de У?. Ao par (О, В), que por abuso de 
notação se indica também por (О, е, je 83) chama-se sistema de coordenadas em E? . 

e O ponto O se diz origem do sistema. 

€ Sejam A=0 te, B=0 +е, ‚С=О té ‚ As retas OA, OB, OC? são chamadas eixos coorde- 
nados, respectivamente eixo dos x, eixo dos y, eixo dos z, ou ainda eixo das abscissas, eixo das 
ordenadas, eixo das cotas; são indicadas respectivamente por Ox, Oy, Oz. Os planos determi- 
nados рог О, A, B, por O, A, C, e por O, B, C são referidos como planos coordenados, e cha- 
mados respectivamente plano Oxy, plano Oxz e plano Oyz. 

e O sistema se diz ortogonal se (e 1 e (63) é uma base ortonormal (preste atenção nas palavras 


grifadas), que suporemos sempre positiva. 


e Dado PE E, podemos escrever 


à : >> -> 
(*)  Orientadas, respectivamente, por €j, €32 e ез. 
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Sistema de Coordenadas 


> > > > 
OP=xe, tye, +2ез (1) 


onde os números x, y, z estão univocamente determinados (pelo sistema e pelo ponto P). 


(*) 


^s d ; >>> 
Esses números são chamados de coordenadas de P relativamente ao sistema (O, e,,e7, ез) ^ ^. 


> > > 
Portanto, dado Р e fixado (O, e}, e;, ез) determinamos uma tripla ordenada de números reais 
(x, y, 2). Observe que, reciprocamente, dada a tripla ordenada de números reais (x, y, z), fica 


> > 
univocamente determinado um ponto P € E? (insistimos: fixado (0, e, , €2, €3)), o qual é dado 


kx 
por (1) ( ) Portanto, existe uma bijeção de E? sobre R? que é o conjunto das triplas orde- 


nadas de nümeros reais. Este fato nos permite identificar P com a tripla (x, y, z) e justifica a 


2) quer) 


indicação P = (x, y, 


Observação 


Não confunda coordenadas de um ponto com coordenadas de um vetor em situações como 


a seguinte, que surgem na Estática. 


e 
е” 


— > > > 
Logo as coordenadas de P são coordenadas do vetor OP relativamente a (e, , e2, e3). 


> > > > А сит > 
Dada (х, y, 2), seja v = xe, + ye; + тез. Existe um (único) representante de v com origem O. Pé 


a extremidade desse representante. 


(***) Muitas pessoas evitam essa identificação escrevendo P = (х, у, 2), ou então P (x, y,z). 
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A figura mostra uma placa homogênea de peso P mantida em equilíbrio, cujas dimensões a e b 


são conhecidas. Então as coor- 
> 

denadas do vetor p em relagáo 

>> > > 

à base (1,j , k ) são (0, 0, - Їр I). 

Agora, as coordenadas do bari- 

centro G da placa em relação ao 

N TEMES 

sistema (O, i, j, k), que por 

definição são as  coorde- 

— 
nadas do vetor OG, são 


(E cosa x B een) 
2 5272 á 


A proposição seguinte mostra quão cômodo é trabalhar com coordenadas de pontos e de ve- 


tores. 


Proposição Se А = (x1, y1,2;), B = (X, Y2» 22), V = (a, b, c), AER, então 
n — 
() ВА = (х, —%X2,Y1 ~ Y2, Z1 — 22) 


Gi) А+Ау=(х, *Àa, y, +Ab,z, +Ас) C) 

Demonstracáo 

(i) ВА = OA —ОВ =(ху,уз, 21) —(х›,у;,®%) = (X1 —X2,Y1 — Yi, zi — 22) 
(Recorde no Capítulo 6 como se opera com vetores dados em coordenadas). 


(ii) Seja D= A + À v. Então, por definição, temos AD = ХУ. Pondo D = (x, у, 2), segue da parte 


(i) que 


(x—X1, y —y1,2-21)=A(a,b,c)=(Aa,Ab,Ac) 


EL > >> > > — > > > 
(*) As coordenadas de A, Be A + À v são relativas a (O, €1, €2, €3), 8 as de v e BA a (еџ,ез,ез). 
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ou seja. x —x, = Àa, y—y1=Ab z-z;=Ac, devido à unicidade da tripla de coordenadas 


de um vetor em relação a uma base. Daí x = x, + Ла, y =y¡ t Ab, z = z, + Ас, ou seja, 


D=(x, у, 2) = (х; + Ха, yi +Ab, Zi +À c) 


AVISO 


Doravante, nos exercícios resolvidos e propostos, estará subentendido sempre que necessário 
: > > > ç a 
que se fixou um sistema de coordenadas (O, e,, ez, ез). Se for o caso, deixaremos explícito que 


>> > 
o sistema é ortogonal, e o indicaremos por (O, i,j,k). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. DadosP=(1,3,-3), Q=(0,-1,4), v=(-1,4,0) ache (em coordenadas) 


a) QË 
b)P*v 


) Q +2 PQ 


Resolução 


a QP =(1-0,3+1,-3-4) = (1,4,-7) 
b) P+v = (13,3) +(-1,4,0)=(1—1,3+4,-3+0)=(0,7, -3) 


с) Q*2PÓ- (0, —1, 4) 2 QP = (0, 1,4) — 2 (1, 4, 7) (0, 1,4) - 2, 8, 14) = 
=(0-2,-1-8,4+14) = (2, 9,18) 


2. Ache as coordenadas do ponto médio M do segmento de extremidades P = (—1, 4, 7) e 
О = (0,1,1) 


Sistema de Coordenadas 123 


Resolução V2 PQ 
— 
Temos (ver figura) P M Q 
=p+2 PO = L == 
М=Р+-— РО = (754,7 + (1, —3, —6) = (xa 5, 4). 


Observação Se Р = (xi, Y1, Zi), О = (x2, ya, z;), então o ponto médio M do segmento de 
extremidades Р e О é dado por 


Xi tX; у,у+у, 412%, 
2 Š 2 É 2 


М = ( 
Prove isto, partindo de М = Р + — PÔ Я 


Quais são as coordenadas do ponto Р”, simétrico do ponto Р = (1, 0, 3) em relação ao ponto 


M= (1,2, —1)? 


Resolução P M P 
A 


— э. — 
Temos (ver figura) MP’ = PM. Logo P'- М * PM = (1, 2, —1) * (0,2, -4) = (1, 4, —5). 
Mostre que os pontos А = (1,0, 1), В = (-1,0,2) e С= (1, 1, 1) são vértices de um triângu- 
lo retángulo (sistema ortogonal). 


Resolucáo 


— — — 
Temos AB = (-2,0,1), АС=(0, 1, 0), CB=(-2, —1, 1), e daí vemos que A, B, C não são 
> > > —> 
colineares, pois (AB, AC) é LI. Além disso, AB» AC= (-2).0+0.1+1.0=0, oque 


mostra que BAC é reto. 


Pergunta Valeria essa resolução se o sistema não fosse ortogonal? Por quê? 


Se o sistema de coordenadas é ortogonal, mostre que o triângulo ABC é equilátero, sendo 


A=(1,2,-1), B=(0,1,1) e C=(2,0, 0). 
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Resolução 
Temos AB=(-1,-1,2), AC=(1,-2,1), BC = (2, 1, —1). 
Logo, como a base é ortonormal, obtemos 


ЇАВ = VCI +01) +22 = М6 


li 


ПАСІ = У 12 +(-2) +12 V6 


ПВС = VŽ FCI «(21 = М6 
о que mostra que os três lados do triângulo têm mesmo comprimento. 


Observação 
Se o sistema de coordenadas é ortogonal, e só neste caso, a distância entre os 


pontos A = (xy, y1, 21) e В = (x2, ya, z2) se calcula pela fórmula 
d (A, B) = У (х, – х)? +(y1 —y2)? *(z — 29)? (2) 


—> 
pois d (A, В) = II BA ||. 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


a) Mostre que os pontos P = (-1,0,0), О = (2, –1, –1), R=(0,3,1) e S=(4,5,1)são 


vértices de um quadrilátero plano, convexo. Em seguida, especifique quais são seus lados e . 


quais são suas diagonais (um quadrilátero é convexo se e só se nenhum de seus vértices é 
interior ao triángulo determinado pelos outros trés; veja o Exercício 20 do Capítulo 4). 

b) Verifique se os pontos A = (2, 6, —5), B = (6, 9, 7), C=(5,5,0) e D=(3, 10, 2) são 
vértices de um paralelogramo. 

c) Mostre que os pontos E = (3, 0, —1), F=(0,3,0), С = (5, 1, –2), H= (4, 1, 2), são 


vértices de um trapézio. 


Como se reconhece, através de suas coordenadas, um ponto do eixo das abscissas? e do eixo 
das ordenadas? e do eixo das cotas? E como se reconhecem pontos de cada um dos trés pla- 


nos coordenados? 
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> > > 
Seja (О, еџ,ез,ез) um sistema ortogonal de coordenadas em E? e seja P = (a, b, c). Deter- 
mine os pontos P,, P5, Ps, P4, Ps e Pg, respectivamente, projeções ortogonais de P sobre 


Oxy, Oxz, Oyz, Ox, Oy e Oz (faça uma figura). 


Na figura ao lado, ABCDEFGH é um paralelepípedo retângulo. Sejam: 


el 
n 
ul 
m 


o 
o 

" 
al 


24 
Ы 


a) Determine as coordenadas dos pontos А, В, С, D, Е, Е, С, Н, em relação ao sistema 


> > > 
(A, €1, ê2, e3). 
Е | > > > 
b) Idem, em relação ao sistema (H, e}, €2, ea). 
Е i > 12 > 
c) Idem, em relação ao sistema (С,-ез, => e,, 2 e>). 


В f > > > 
d) Idem, em relação ao sistema (А,е,,ез,е;). 


ESTUDO DA RETA 


Considere uma reta г С E?. Es 
colha um ponto А Єт, e um vetor 
> > P 
v X O paralelo a r. Então é fácil ver 
que um ponto X € E? pertence a r 

— > И 
se e somente se АХ еу são linearmente 
dependentes (ver figura), isto é, se e so- 


> > 
mente se existe AER tal que AX = Av 


Ou seja 


CAPÍTULO 14 


(1) 


Em outras palavras, dado A real, (1) nos dá um ponto X de r, e dado XEr, existe AER tal 


que (1) se verifica. A reta r é, pois, o lugar geométrico dos pontos X de E? tais que vale (1). 


A equação (1) se chama equação vetorial da reta r. 


Escreve-se 


> 
r: X=A+Av, AER) 
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Observações 


1. Observe que (1) não é a única equação vetorial de r, pois se tomarmos outro ponto A' € r, 
teremos que X= À” + À v também é uma equação vetorial де r, porquanto ХЄг & existe 

— 
AER tal que A'X = A V. Poderíamos também ter tomado w + 0 paralalelo a VW +V, e 


i > 
teríamos outra equação vetorial de r, a saber X = А’+ Ам. 


2. É importante que você sinta intuitivamente que se À percorre o conjunto dos números reais, 
X, dado por (1), percorre toda a reta r. Para isso, veja a figura a seguir. 


Y Y v 
M-A + 1⁄2 V N: A+ V P=A+2V 
Q A 


> 

3. Se AeB sáo pontos distintos de r, entáo у= AB é não-nulo e paralelo а г, de modo que 
—> д — — 

X = A + À АВ é uma equação vetorial der. É claro que X=B+AAB e X=B+A BA são 


também equações vetoriais de r. 


4. Usando uma linguagem mais livre, podemos dizer que o vetor v de (1) serve para fixar a dire- 
ção da reta r, ao passo que o ponto A serve para fixar sua posição no espaço (uma reta fica 
determinada por um de seus pontos e sua direção). Chamaremos frequentemente v de vetor 
diretor ou simplesmente diretor de r. Pelas observações já feitas, vemos que uma reta admite 
muitos diretores, todos paralelos entre si (dois a dois LD). Um vetor diretor de r não pode ser 
nulo! 
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Outro modo de interpretar a equação (1) é encará-la como se ela descrevesse o movimento de 
um ponto sobre a reta r, com velocidade (vetorial) constante igual a A A indicando o tempo, 
e A a posição no instante inicial А = 0. Valores negativos de À indicariam.o “passado” do mo- 
vimento, em relação ao instante inicial. A cada valor de À, teríamos uma posição bem deter- 
minada do ponto móvel, e fazendo À percorrer todo o conjunto R, a reta r seria percorrida 
integralmente pelo ponto (r seria a trajetória do movimento). Como há muitos movimentos 
retilíneos uniformes com a mesma trajetória, fica fácil entender por que existem muitas equa- 
ções vetoriais para a mesma reta. 


Por tudo o que ficou dito acima, vê-se claramente que se X= A+ Xu. e X=B+ Av são 
equações vetoriais de uma reta r, o valor de À correspondente a um ponto QEr 
não tem porque ser o mesmo nas duas. O mesmo se diga, por maior razão, se elas forem equa- 
ções de retas distintas. Conclusão: se você for “misturar” as equações em seus cálculos, deve 
mudar a notação escrevendo por exemplo X = B + uv em vez de X B t Av. 


Tomemos agora um sistema de coordenadas (0,21, 62,83), em relação ao qual sejam 
> 
Х =(х,у, 2), А = (Xo, yo, zo) e v = (a,b, с). 


Substituindo em (1) resulta 
(x, у, 7) E (хо, Yo; Zo) + A(a, b, c) 
Е (х,у, 2) = (хо +Ла,у, + ЛЬ, 2, + Ac) 


Іово 


(2) 


= а > 
Observe que a. b, с não são todos nulos, pois v £0, isto ё, a? +b? + c? + 0. As equações 
(2) são chamadas equações paramétricas de т. Aé chamado parámetro. 


Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), com a? + b? + c? £ 0. Então, 
fixado um sistema de coordenadas, existe uma reta da qual as equações (2) são equações pa- 
ramétricas: é a reta que passa por (x,, Yo» Zo) e é paralela ao vetor (a, b, c). 
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Observe que se você fixar outro sistema de coordenadas, mantendo o mesmo sistema de equa- 
ções, as retas em geral são distintas. 


Por exemplo, se o sistema de equações é 


x=0 
у= 0 (А = (0,0,0), Y = (0,0,1) = €) 
z=0+A 


então, a reta r passa pela origem e é paralela aê. Veja agora a figura: 


Obtivemos retas distintas! 


Observações 


As Observações 1 a 6 anteriores se adaptam naturalmente às equações na forma para- 
métrica; em especial destacamos: 


1. Se a reta passa pelos pontos distintos А = (x,,Y1,Z1) e В = (x2, yz, Z2), então podemos 
tomar V= BA = (X, — X2, у, — Y2, Zí — Z2) € teremos para equações paramétricas de r 


x = xí + Ax — X2) 


= у, + AQ —y2) (AER) 


< 
I 


z = z, + Ma — 22) 
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2. Assim como a equação vetorial (1), as equações paramétricas (2) (que provêm dela) não são 
determinadas de modo único. Dependem da escolha de A e de Y e do sistema de coordenadas. 


3. Releia a Observação 6. 


Se, em (2) tivermos a£0, b +0 e c # 0, então podemos eliminar À e obter 


(3) 


que são as chamadas equações de r na forma simétrica. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Ache as equações nas formas vetorial, paramétrica e simétrica da reta que passa pelos pontos 
A=(1,0,1) e B=(0,1,0). 


Resolução 


— 
Escolhendo AB = (—1, 1, —1) como vetor diretor, e o ponto A, temos: 


equação vetorial: Х = (1,0,1) + A(-1,1,-1) (AER) 
E Ep. 
5 E у A 0 
a ! I 
a fupe n 
equacóes paramétricas: y =10, + N] | 
Pão p. bu 
zit у! CN 
z =\1;+ AED) š 


PO Канори At ln od a 
; coordenadas de um's ! coordenadas de um vetor | 
; Ki i ' 
' ponto da reta i ı diretor da reta. ' 
AA cds ua 

y-0 z—1 


equações na forma simétrica: | pee 1 


2: 


AS Š X-02940,2,3-( 
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Escreva uma equagáo vetorial da reta r, que passa pelo ponto médio M do segmento AB, e que 
tem vetor diretor 


E V3 3/3. E 
is M ———). São dados: А = (1, 1, 3) e B=(3,1,0). 


Resolução 


Sendo M o ponto médio de AB, temos: 


v3 
Como V é paralelo a u= (2, 3, —14), pois V= Er podemos tomar U como vetor diretor 


de r. Assim, uma equação vetorial de r é 
3 
x = (2, 1,5) + (2,3, –14) AER) 


Dé dois vetores diretores distintos e quatro pontos distintos da reta r que tem equação vetorial 


= (1,2,0) + AO 1, D (MER) 


Resolução 


Sabemos que res (1, 1, 1) é um vetor diretor de r. Para obtermos outro, basta escolher 
> : 214: > => 
um vetor w que seja múltiplo de v; por exemplo: w = (2, 2, 2). 


Quanto aos pontos, basta atribuir valores a À; por exemplo: 
Ac. 0 > X= 47,0) 
A= 2 > X= (1,2,0) + (2,2,2) = (3,4,2) 

=-1 = X = (1,2,0) + (-1,-1,-1) = (0,1,-1) 


5 5 5 7 9 5 


27272 PPP 
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9 5 


—,—) são pontos 
355) р 


7 
Logo, os pontos А = (1, 2, 0), В = (3,4, 2), С = (0, 1, -1) e Des 
der. 


4. Dado o sistema 


x=1 
y=2 (AER) 
z= 24 


esboce a representagáo geométrica da reta r que tem essas equagóes como equagdes paramétri- 
cas nos casos: 


es - 
es 
o e 
- 2 
0 ° 
m 
еі 
- 
é 
> > > > > > 
le, 1 = (е; 1 = llez 1 = 1 Пе, ll = [ез ll = Пез 1 =1 


Resolução 


Escrevemos o sistema assim: 


П 
1 
E 
E 


©! 


x =! + ALJO! 
Es A | 
mE De 

jc sed dE A.101 
e cd wo 

зб € AA 
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e vemos imediatamente que a reta passa por A =(1, 2, 0) e é paralela ao vetor v= (0,0, 2) = 
= 283 . Então 


(1) 
/ 
i) $5 
Es q” 
о CERE = 
/ Ñ i 
^ 
2 N 
N 
N 
ё LA ve Ee ж E SS e 
N Ре 
N PA 
Y 
Dadas equagdes paramétricas 
x= 1+34 
у= 2А (AER) 
z=6-5SA 


de uma reta r, achar uma equação vetorial de r. 
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Resolução 


Dispomos o sistema assim: 


Toca (2:43 
x zi Li Е: A.13 ! 
|o E 
| і [ ! 
у= 01+ A.12! 
l р ! I 
t ! | 1 
PT AE 
z= 6j + A. (5j 


e imediatamente reconhecemos que r passa por A = (1, 0, 6) e é paralela a V= (3, 2, —5). 
Então uma equação vetorial de r é 


X = (1,0,6) + A(3,2,-5) 


6. Verifique se o ponto P = (4,1,-—1) pertence à reta r: X=(1,0,1) + A(2,1,1) (AER). 
Resolução 
Para que P € r é necessário e suficiente que exista AER tal que 
P = (1,0,1) + А(2, 1, 1) 
Ora, essa igualdade é equivalente а 


(4,1,—1) = (1+2À À, 1+ 2) 


4=1+2A 
1= А 
—1=1+А 


Como o sistema é incompatível (não existe um valor de А que satisfaça simultaneamente às 
três equações), concluímos que P Er. 
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São dadas as equações 


2x—1 l-y 
— = 
3 2 
a) Mostre que elas representam uma reta r. 


b) Elas são equações na forma simétrica de r? Caso não sejam, passe-as para a forma simé- 
trica. 


c) Exiba um ponto e um vetor diretor de r. 


Resolução 
Sendo 


2x-1 x-1/2 


3 3/2 
1 —y _ у—1 
2 —2 
xps z*l 

1 


as equações dadas podem ser escritas 


x-12  y-1 _ 2+1 


3/2 —2 1 


(a) 


1 
que são equações na forma simétrica de uma reta que passa pelo ponto S> 1, —1) e tem 


> 3 
у= EE —2, 1) por vetor diretor. Então, 
a) as equações dadas, por serem equivalentes a (0), representam uma reta r; 


b) elas não são equações na forma simétrica de r, pois não atendem à definição anterior. 
Todavia podemos passá-las para a forma simétrica: é o que fizemos acima, obtendo (o). 


1 3 
9 A=(5, 1,-1) O x3 1). 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Nos Exercícios 2,4,8,9, 10e 13 o sistema de coordenadas é suposto ortogonal. 
1. São dados os pontos A=(3,6,-7), В = (—5, 2,3) e C=(4, —7, —6). 


a) Escreva equações vetorial e paramétricas para a reta determinada pelos pontos B e C, e 
obtenha sua forma simétrica (se existir). O ponto D = (3, 1, 4) pertence a essa reta? 


b) Verifique que os pontos A, B e C são vértices de um triángulo. 
c) Escreva equações paramétricas da mediana relativa ao vértice C do triángulo. 
2. Dados os pontos A = (0, 0, 1), B=(1,2,1) e C=(1,0, 1), obtenha equações paramétricas 


das bissetrizes intema e externa do triángulo ABC, relativas ao vértice C (veja o Exercício 4 a), 
do Capítulo 4). 


3. Obtenha equações paramétricas para os três eixos coordenados. 


Dados os pontos А = (1, 2, 5) e B = (0, 1,0), determine P sobre a reta que passa por A e B 
tal que o comprimento de PB seja o triplo do comprimento de PA. 


(6) Escreva equações paramétricas para a reta r, que passa pelo ponto A = (2, 0, —3) e: 


a) é paralela à reta 


b) é paralela à reta que passa pelos pontos B=(1,0,4) e C=(2,1,3) 


x= 1-24 


c) é paralela à reta s': y=4+A (AER) 
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6. Passe para a forma simétrica, quando for possível, as equações obtidas no exercício anterior. 


7. Verifique se r = s nos casos: 


x=1-A x= 1-34 
a) r4y-22*2À (AER) Sima s:dy=2+p4 (HER) 
z=1+A z = l+ u 
x= A х= ]-—H 
] . >: 
b) r: E MS (AER) -— sy = —1+u (u€ R) 
= 2А 2=2-џ 
1 
с) r X = (1,1,0) + A(1,0,- >) AER) 
De 
1 
S: X = (0, 1, 3) + u(-2, 0, 1) (HER) 


8. Dados A = (0, 2, 1), r: X=(0,2,-2) + A(1,—1, 2), ache os pontos de r que distam У 3 
de A. Em seguida, diga se a distância do ponto A à reta r é maior, menor, ou igual a Уз, е 
por quê. 

9. Idem рага A=(1,1,1), a distância sendo Y 11,e 


x=1+A 


r: y=1-A (AER) 
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(00) Dada areta r: X= (1,0,0) + A(1,1,1) eos pontos A=(1,1,1), B=(0,0, 1), ache o 
ponto de r equidistante de A e B. 


11. Ache equações paramétricas da reta que passa рог A = (3, 3, 3) e é paralela à reta BC, sendo 
B=(1,1,0) e C=(-1,0, -1). 


(2) pontos efetuam movimentos descritos pelas equações 


X = (0,0,0) + A(1,2,4) (AER) 
Х = (1,0,-2)+A(-1,-1,-1) (AER) 


Pergunta-se se as trajetórias são concorrentes e se haverá colisão. 


13. Sejam P = (1,0,1) e Q=(0,1, 1). Em cada um dos casos a seguir ache um ponto C da reta 
PQ tal que a área do triângulo ABC seja > 
a) А = (1,2,1), B=(1,2,3) 
b) А = (1,3,2), В = (2,2, 2) 
с) А = (3,0,2), В = (2,1, 2) 


d А = (3, –2, 1), B = (0,0, 1) 


CAPÍTULO 15 


ESTUDO DO PLANO 


$1 Equação Vetorial e Equações Paramétricas de um Plano 


— 


Seja т C E? um plano. Escolha um ponto AE Te 
dois vetores u e v linearmente independentes e parale- 
los a 7. Então é fácil ver que X € T se e somente se 


> > > " T S X 
AX, u, v são linearmente dependentes (os três são m / 
paralelos a 7), e isto ocorre se e somente se existem é Е РА 
£ 
A Y P4 
Г 
77 РА 
AA À 


A, ¿2 ER tais que AX=AU'+ ny. Logo 


X= А+ЛІ + uv (^, ER) (1) 
Em outras palavras, dados À, HER, (1) nos dá um ponto X дет, e dado X€ 7, existem A HER 
tais que (1) se verifica. O plano 7 é, pois, o lugar geométrico dos pontos de E? que obedecem (1). 


A equação (1) se chama equação vetorial de T. 


Observações 


1. Se A, B, C são pontos distintos e não colineares de 7, podemos tomar u= AB, 
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exemplo) e então X= А + À AB + u AC é uma equação vetorial de z; X = C + À AB + u CB é 


outra equação vetorial de r. 


So : 
2. Osvetores ue у são chamados vetores diretores do plano r. 


Tomemos agora um sistema de coordenadas (О, е, ‚е›,ез). Escrevendo X= (х, у, 2), 
А = (X , Yo: Zo), u= (a, b, c) € v= (m, n, p), resulta de (1) que 
(х,у, 2) = (хо, Yo, Zo) + Ma,b,c) + u(m,n,p) 


ou 


(х, у, 2) = (хо + Aa+um,yy+Ab +un, z, +Ac+pup) 


хо + Aa + um 


Yo + Ab + un (2) 


Zo + Ас + up 


о 


As equações (2) são chamadas equações paramétricas de т. 


Suponha agora que seja dado um sistema linear como (2), em que (a, b, c), (m, n, p) 
sejam linearmente independentes. Então, fixado um sistema de coordenadas, existe um plano 
tendo as equações (2) como equações paramétricas. É o plano que passa por (X,, Yo» Zo) € é 
paralelo a (a, b. c) e (m, n, p). É claro que fixado outro sistema de coordenadas, as mesmas 


equações podem representar um outro plano. 
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Observação 


Se п passa pelos pontos А =(x,,y1,Z1), B=(X2,y2,Z2), C = (x3, ya, 23) não-colineares, 
А — Ta > > 
então podemos tomar como vetores diretores u = AB = (x; — xq. Y2 — Y1, Z2 21), v = АС = 


(хз — Ху, Уз —Y1> Z3 — Zi) e dai 
x = X, + Mx —xi) + ux — Xj) 
у = yi + Myo Y1) + ш(уз - yi). (A VER) 


z = Z) + À(z;—u) + p(23 —z) 


são equações paramétricas de 7 . 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 
Ache duas equacóes vetoriais do plano que passa рог А = (—3, —7, 1), eé paralelo aos veto- 
res uz(1,1, 1) e v=(—1, 1,0). 
Resolução 
Temos 

X=A+AÚ+ uv = (-3, 7,0) + M1. 1,1) + u(-1, 1.0) (A, HER) 
Esta é uma equagáo vetorial do plano. Uma outra seria, por exemplo, 

X=A+M-D0+pgV = (3,-7,1) + A(=1,-1,-1) + p(-1,1,0) (A, HER) 
Ache uma equação vetorial do plano que contém os pontos А = (0, 1.0), B = (1, 0, De 
C=(0, 0, 1). 
Resolução 

Temos 


> — 
АВ = (1, —1, 1), AC=(0, -1, 1), que são linearmente independentes; logo 
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> > 
X = At AAB* Uu AC 


X = (0,1,0) + A(1,-1,1) + 4(0,-1,1) (A, u ER) 


é uma equação vetorial do plano. 


3. Dé equações paramétricas do plano т que passa pelo ponto A = (7, 7, 1) e é paralelo aos 
> > 
vetores ú=(1,1,1) e v=(-1,0, 1). 


Resolução 


Temos imediatamente 


x =i TAR À.111* a. (су 
I t ! 1 І I a 
I t ! boo db 
1 ! ' | I l 
y =! qae А lato n ‚0 | 
t ! ' ' І I 
I 1 І ! I l 
i 1 t I 1 
zZz =1 11+ A.t]1i+ H l 1 
Dz ct zd loo ax [ES] 
1 T Ї 
coordenadas coordenadas coordenadas 
de um de de 
ponto de 7 ч v 
ou 
x=7+A- pu 
y=7+A (A, HER) 
z=1+A+u 


4. Esboce o plano que tem por equações paramétricas 


> 
lI 
> 


у= р (A, HER) 


nos casos 
G) 
> 
es 
„> 
е2 
o 
> 
еі 
Resolução 


Escrevendo as equações na seguinte disposição 


x = 10 
i 1 
1 I 
l l 
y = |0 
It- 74 
1 1 
t I 
z -']1' 
NES. 
A 


o | 
o 


el 
J 


(Ode e Ml o 


=} 


ooo 
uu 


o! 
SS asa 


я} 


(ii) 


ё, 


N 
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MEI к. 
BIBLIOTECA 


vemos que T passa рог А = (0, 0, 1) e é paralelo a d-(1, 0,0) = 8, cav= (0,1,0) 2. 


Assim, temos 


Gi) 
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5. Dé uma equação vetorial do plano 7 que tem por equações paramétricas 


x=-6+ A -H 
y =-1+7 A-14p 


z= 4-54 +24 


Resolução 


Dispondo as equações assim: 


x= —6 i+ AS l ар! 

у= cli А.} 7 w na: 

zc 4 h А5) a.i2 
Сз-з----<--4 р ж pi m q ЖЫК Ө АК. 


vemos que 7 passa рог (—6, —1, 4) e é paralelo aos vetores (1, 7, —5) e (—1, —14, 2), logo 
X = (-6, 1,4) + A(1,7,-5) + и (1, –14, 2) 


é uma equação vetorial de 7. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Escreva equações vetorial e paramétricas para os planos descritos abaixo: 
a)  Tpassapor А = (1, 1,0) e B=(1,-—1,-—1) e é paralelo до vetor yz (2, 1, 0). 


b)  mpassa por A =(1,0,1) e B-(0,1, —1) e é paralelo ao segmento CD, onde 
C=(1,2,1) e D=(0,1,0). 


€) T passa pelos pontos А = (1, 0, 1), В = (2,1, -1) e С= (1, —1, 0). 


d) 7 passa pelos pontos А =(1,0,2), В = (—1,1,3) e С= (3,—1, 1) 
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2. Verifique (e explique por que) se 7, = т, nos seguintes casos: 


uy 


à т: X7(,2,0 *A0,-1,2) + 473) -D 
7,: X -(1,2,1) ta(-1,1,-2) + B(-3,4,-6) 
b) л: XS, D + 10,3, 2) + u(-1,1,1) 


mi: X = (1,6,2) + M-1,1,1) + u(2,3, -1) 


c) Yi: X=(0,0,0) + A(1,1,0) + 4(0,1,0) 
т: X=(1,1,0) + A(1,2,1) + 4(0,—1, 1) 
d) 7,: X=(2,1,3) + A(1,1,-1) + £(1,0,1) 
T,: X=(0,1,1) + «(1,3, —5) + B(1,-1,3) 
Decomponha o vetor ү = (1, 2, 4) em duas parcelas, sendo uma delas paralela ao plano 
X=(1,1,0)+A(1,0,1)+u(0, 1, -1) e outra paralela à reta X = (0, 0, 0) + v (2, 1,0). 
Ache dois pontos A e B da intersecção dos planos 7, e T, e escreva uma equação vetorial . 
рага а reta que passa por A e B. Dados: 
ту: X=(1,0,0) + A(0,1,1) + u(1,2,1) 


Tma: X=(0,0,0) + A(0,3,0) + u(-2, –1, –1). 
Escreva equações paramétricas para os três planos coordenados. 


Escreva equações vetoriais para os planos bissetores dos diedros determinados pelos planos 
coordenados (são 6 bissetores!). Suponha que o sistema é ortogonal. 


Obtenha equações paramétricas do plano T que passa pelo ponto: А = (1, 1, 2) e é paralelo 
ao plano 


ЦЕ Х = (1,0, 0) + A(1, 2,-1) + u (2, 1,0) 
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i 2 Equação Geral 
| >>> 3 3 
Sea 10.€,,€2,€3) um sistema de coordenadas, e т CE” um plano que passa por 
> 

4 = (X, - уо. Žo) paralelo aos vetores linearmente independentes u=(r,s,t) e у = (т, п, р). 
Erão. Х = (х, y, 2) pertence a 

— 
T se e somente se os vetores AX, 


2. v. são linearmente dependentes, 


1510 é, se e somente se 


(3) 


ou seja, desenvolvendo por Laplace esse determinante relativamente à primeira linha, se e somente 


se 


s t r 
(x — Xo ч (y — yo) * (z — zo) = 0 
п р pm m n 
e daí, equivalentemente, 
s t tor I S st t r r 8 
x +y +z — = Yo —2 = 0 
п р pm m n n p pm m nj 
ou seja, pondo 
` 
s t t r r s 
а= ,b- ‚с= 
n p pm m n 
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temos 
ax + by + cz + d = 0 (4) 


Observe que a? +b? + c? +0, isto é, que a, b, с não são simultaneamente nulos, pois se 
assim fosse, os números г, s, t seriam proporcionais а т, n, p (verifique por que) e os vetores 
Ye Y seriam linearmente dependentes. A equação (4) se diz uma equação geral do plano T. 
Suponha agora que seja dada a equação 


ax+by+cz+d=0, сот а? +0? + с? +0 (5) 


> > > 
Então, fixado um sistema de coordenadas (0,e,,e2,€3), existe um plano т que tem (5) por 
equação geral. Vamos mostrar isto. 


Como a,b, c não são simultaneamente nulos, um deles, digamos a, é diferente de zero. 
Neste caso, (5) é equivalente a 


b c d 


E SST ушшш 6 
x а 7 Ro a (6) 
Fazendo: 
d 
y = z = 0, vem x= —— ; 
a 
d 
y = 0, z = 1, vem ya ando 
a a 
b d 
y = 1, z = 0, vem x= ——-——. 
a a 


Considere os pontos 


d c d b d 
A= C 41.9.0, Bue 1), A 1, 0). 


a 
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=> c — b a > > Я A 
Como АВ = Cm 0, 1) e AC=(— => 1, 0), vê-se claramente que AB e AC são linearmente in- 
dependentes, e portanto A, B, C não são colineares, determinando, pois, um plano т. Para obter 


uma equação geral de 7 escrevemos (veja (3)) 


x-(-d/a) y-0 z-0 
— c/a 0 1 = 0 


— b/a 1 0 
Desenvolvendo esse determinante obtemos ax + by + cz + 4 = 0, oque prova a afirmação feita. 
Observações 


1. As considerações acima nos permitem dizer o seguinte. Seja (0,61, 6,,63) fixo, e TC E? 
um subconjunto. Então r é um plano + existem a,b,cER, com a? +b? +c? x 0, tais que 
m=(X=(x,y,z)laxtby+cztd=0). 


2. Seo plano T passa por А = (x, y1, zj), B=(X2,y2,22), C = (x3, ys, 2з), pontos estes não 
colineares, então uma equação geral de 7 pode ser obtida a partir de 


X —Xj у-у, Z —Z 
X—X у-у 24-2 | = 0 


Xi —X3 yi - Уз 21 —2Z3 


o que é equivalente (tente provar) а 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Ache uma equação geral do plano Т que passa por А = (9, —1, 0) e é paralelo aos vetores 
V=(0,1,0) e V=(1,1,1). 


Resolução 


s "3 > > A E NT » 
Е bom verificar que u e v são linearmente independentes, o que é fácil. Então 
А > > > n r 
X = (x, y, 2) é um ponto de T se e somente se AX, ú, v são linearmente dependentes, ou 


seja, 


Desenvolvendo o determinante, vem x —z — 9 = 0, 


2. Idem, passando por А = (1,0, 1), B=(-1,0, 1), C = (2, 1,2). 


* 
Resolução ( ) 
— 
AB = (-2,0,0) 
— 
AC=(1,1,1) 


Esses vetores são linearmente independentes. Então, uma equação geral será obtida a par- 


tir de 


que fornece у—2+1 = 0. 


(*) Poderíamos usar a fórmula da Observação 2, mas preferimos a resolução acima. 
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3. Dadas equações paramétricas de um plano т, 


x=-1+2A-34 
у= 1+ A+ u (A,u € R) 
z= À 


obtenha uma equação geral de 7 . 


Primeira Resolução (eliminando À e u). 


Substituindo 2 = À (que é a terceira equação) nas duas primeiras, vem 


= —] +2z — Зи 


> 


у= 1+z+u 


Da segunda equação vem u= y — 1 —z que levada à primeira fornece 


xt3y—52-2=0 


Segunda Resolução (achando um ponto de 7 e dois vetores linearmente independentes para- 
lelos a T). 


As equações podem ser dispostas assim: 


x= + А.!2 р. (3: 
! 

DT Si S po 

y=! 11+ АБ И tou 1 | 

E i í 1 i 

A ' [ | ' ; 

focos o AE À L l y tU CET UM 
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Daí, imediatamente se escreve 


x-(-1) y-1 2—0 


-3 l 0 


De onde resulta 


x+3y —5z—2 = 0 


Um plano tem por equação geral х + 2у —z — 1 = 0. Obtenha equações paramétricas de 7 . 


Primeira Resolução 


Um modo de resolver é obter três soluções da equação dada, de forma que os pontos 
correspondentes não sejam colineares. 


Por exemplo, 


х= у= 0 ®Ф2= –1 > А = (0,0,—1) pertence a r. 
1 1 

x=z2=0>y= EI B = (0,7, 0) pertence a 7. 

y=z=0 >x=| С = (1,0,0) pertence a r. 


—> 1 — 
Como СВ = (chos 0) e AC = (1, 0, 1) são LI, А, Ве С não são colineares. Segue que 
x=1-2h-u 


A 


< 
H 


z=-u 


são equações paramétricas de 7. 
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Segunda Resolução (melhor) 


Escreva у= À е z= p. Substituindo na equação dada vem x+2A-u—1=0, 
x=1-22A+p. Portanto temos 


x=1-2A+u 
y= À 
z = џ 


Pode-se justificar esse procedimento em geral (veja o Exercício 14). Se ax + by + cz + 
d = 0, a? +b? + c? 4 0, é uma equação geral de um plano, então ou a 0, ou b + 0 ou c #0. 


Se а+ 0, faça y=À,z= u cds ТАЕ ОР EUN 
| a a a 
Se b=0, faça x=A,z=u edaí у= A : с S; 
, € , u y b p b Y 


Se c#0, faça х= Л, у= р edaí E „л, SE 
c с с 


5. Umareta r é dada como intersecção de dois planos: 


xtytz-—-1=0 


il 
© 


х+у-17 
Dê equações paramétricas де r. 
Primeira resolução 


A idéia é chamar uma das variáveis x, у, 2 de А, e achar as outras em função de À. 
Fazendo х = À, chegamos a 


ytz=-A+I 
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1 1 
Resolvendo o sistema acima, obtemos y = o A, z= > e portanto 


х= А 

1 
=—-\ 
y => 
a 
a 


são equações paramétricas de r. 


1 
Note que todos os pontos de r tém cota z = > (constante). Logo z náo serve como 


parâmetro, isto é, não podemos fazer z = А. E quanto a y = À? 


Segunda resoluçao 


Se acharmos dois pontos distintos de r, saberemos escrever equações paramétricas de 
r. Basta então achar duas soluções distintas do sistema 


xty+z-1=0 


Х+у-2 = 0 


l 1 А 
Por exemplo, os pontos A = C 0 0 e B-(- >. 1 >» obtidos fazendo respectiva- 


zx 
mente у= 0 e y=1 no sistema acima, são pontos da reta r. Então AB = (—1, 1, 0) e por- 


tanto 
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zx co 
x > À 
у= A 

zc] 
Eu 


são equações paramétricas de r. 


Observação 


É bastante freqüente descrever-se uma reta r por um par de equações da forma 


ax + biy + cZ + di 


(6) 


арх + boy + coz + d, 


com a? + b? + c? +0 еа + bi + c? = 0, isto é, encarar a reta г como interseção de dois 
planos T, e т, . É claro que nesse caso esses dois planos não devem ser paralelos, e uma con- 
dição necessária e suficiente para isso, como veremos no Capítulo 16, é que os coeficientes 
a,,b,,c, não sejam proporcionais a a5, b5, с. O exercício anterior mostra como se obtêm, 


nesse caso, equações paramétricas da reta. 


Por outro lado, dadas equações paramétricas de uma reta r, podemos obter equações 
de r sob a forma (6) eliminando o parámetro — por substituição, por exemplo. Caso o parâ- 
metro não compareça em uma das três equações paramétricas, esta já é equação de um plano 
que contém r. Vejamos exemplos. 


19) x 


H 
_ 

| 
> 


= 
< 
Ш 
ко 
+ 
кә 
>? 


(AER) 
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Temos, da terceira equação, 
À = 2-3 


Substituindo nas outras duas, vem x=] —(z — 3) e y = 2 +2 (z — 3), ou 


x+z -—4=0 


y— 22 +4 = 0 


istoé, r é a interseção dos planos пу: x+z-4=0€e 7: y – 22 +4 = 0. 


х 
"I 
N 


29) 


Como x= 2 é equação de um plano Tr, e todo ponto de r obedece a essa equação, temos 
que r C Ty. Para obter outro plano, 75, que contenha r, basta eliminar À nas outras duas 


equações; obtemos y = z. Assim, 


x-2=0 
т? 
y=z=0 
39) x=1-3A 
r:i(y=0 (AER) 
1 
z == 
3 


Р Я 1 А 
Essa reta está contida nos planos п; :у = 0, е П, :2 = 73: Pois todo ponto de r satisfaz a 


essas duas equações. Logo, 
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y = 0 
l 
z —— = 0 
3 
são equações de r na forma (6). 
Finalmente, repare que o procedimento de “eliminar o parâmetro” já foi utilizado no 


capítulo anterior, para se obter equações de uma reta na forma simétrica, que nada mais é 
do que um caso particular da forma (6). Assim, se 


3 2 —2 
podemos escrever 
x-1 _ z 
3 —2 
I: 
y*2 _ z 
2 —2 
ou 
2x+3z-2=0 (71) 
I: 
у+2+2=0 (72) 


Faça um esboço do plano de 


equação geral x +y —2- 0, ГА 
relativamente ао sistema orto- 
gonal de coordenadas ilustrado 

є, 
na figura. O 2 


Resolução 


Os pontos do plano devem obedecer à equação x + y = 2, de modo que sua coordenada 
“z” pode tomar qualquer valor real. Então, se um ponto Р = (х, Yo» Zo) pertence ao plano, 
qualquer ponto Q = (x,, Yo» 2) também pertence. O plano contém então todas as retas “ver- 
ticais” que furam o plano Oxy ao longo da reta r, indicada na figura seguinte. 
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Observação 


Na Geometria Analítica Pla- 
na, a equação x + y = 2 represen- 
tava a reta r. Cuidado, que 
agora se trata de um plano; 
aquela reta tem equações 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Faça um esboço dos planos com equações gerais dadas abaixo, relativamente aos sistemas 
de coordenadas ilustrados nas figuras. 


é2 
о rs — nA 
e, о è 
(I) CUBOS (II) 
a) x-2=0' b) y+1=0 c) 2+4=0 d) x+y-1=0 
e) x-z=0 f y-2-2=0 р) x+y+z-1=0 


2. Passe para a forma paramétrica as equações gerais dos planos do exercício anterior. 


3. Obtenha equações gerais dos planos coordenados e dos planos bissetores dos diedros determi- 
nados por eles (suponha o sistema ortogonal). 
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4. Verifique se 7; = 7, nos seguintes casos (explique por que): 
a) 7,: X — 3y t 22 & 1 70, 74: 2x – бу + 42+1= 0 


b) т: х – 3+ 22-120, п: 22x +y — 42+2= 0 


5, Obtenha equações gerais para os planos п descritos abaixo: 
a) Tpasapor A=(1,1,0) e B-(1, -1, —1) e é paralelo ao vetor y= (2, 1,0). 


b) т pasa рог А = (1, 0, 1) e B=(0,1,-1) e é paralelo ao segmento CD, onde 
C=(1,2,1) e D=(0,1,0). 


c) 7 passa pelos pontos А = (1, 0, 1), B=(2,1,-1) e C=(1,-1,0). 


d) 7 passa pelos pontos A = (1, 0, 2), B=(-1,1,3) e C=(3,-1,1). 


6. Dadas as retas 


x-1 PA 


2 2 


= z e s: x—l-y-z 


obtenha uma equação geral para o plano determinado por res. 


7. Idem, sendo 


8. Obtenha uma equação geral do plano 


=1+A-Uu 


x 


T:i¿y=2A+p 


z=3-u 


9. 


13. 
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Idem, 


x=1+A 
T у= 2 
z=3-A+p 


. Seja т, o plano que passa pelos pontos А = (1, 0, 0), B=(0,1,0) e C=(0,0, 1). Seja m,' 


o plano que passa por О = (—1,—1, 0) e é paralelo aos vetores у= (0, 1,-1) е v= (1,0, 1). 
Seja т; o plano de equação vetorial X=(1,1,1) + A(-2,1,0) + 4 (1,0, 1). 


a) Escreva equações gerais de nı, T, ет» 


b) Mostre que a interseção т, Nr, N T4 se reduz a um único ponto; determine-o. 


. Verifique se a reta r está contida no plano 7 nos seguintes casos: 


a) г: Х= (1,0,0) + А(2, –1, 0), T:x+2y+3z= 1 


b) m:X= (1,4, D+A(1,-1,1)+u(-1,2,-1)er passa pelos pontos 
A=(2,3,2) e B=0,0,1) 


co)  rx-—1=2y=4-zeT:x+2y-2z2+1=0 


. Sejam P=(4,1,-1) e r: X=(2,4,D+A(1,-1,2) 


a) Mostre que Pér. 


b) Obtenha uma equação geral do plano determinado por re P. 


Verifique, em cada um dos casos seguintes, se as retas re s são concorrentes. Em caso afirma- 


, tivo, determine o ponto P comum a elas e escreva uma equação geral do plano determinado 


por elas. 
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x= A 
a) r:ijy=-A E > - ce 2 = 
„= ]+4À 
x= 2-24 x= 1+А 
b) rily=4+A s:dy=-2A 
z=—3A z=2A 


14. Seja ax +by+cz+d= O uma equação geral de um plano т. Suponhamos а + 0. Prove que 


b d 
cm RR A nac A 
a a a 
y mA 
Z=4u 


são equações paramétricas de 7. 


Sugestão Verifique se elas são equações paramétricas de algum plano 7,. Mostre que 7, CT, 
donde m = r. 


&3 Vetor Normal a um Plano 
Atenção Neste parágrafo, o sistema de coordenadas adotado é obrigatoriamente ortogonal. 


Consideremos um plano т C E?. Chama-se vetor normal a Т a qualquer vetor não nulo orto- 
gonal a T. É claro, pois, que т * 0 é um vetor normal a 7 se e somente se n é ortogonal a qual- 
quer vetor paralelo a 7 (ou: a qualquer vetor diretor de n), Vejamos como obter uma equação 
o» Yo» Zo) de 7 e um vetor т = (a, b,c) normal a 7 
(a? +b? +c? 40): pondo Х = (х, у, 2), temos que 


geral de 7 conhecendo um ponto A= (x 


> > 
X€m & АХ іп 


: т РЧ i Я E " > >, 
(*) Assim, se u e v são dois vetores diretores de T, linearmente independentes, o vetor u ^v é um 


vetor normal a 7. 
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ñ 

logo 
> > 
XEr $ AX: n = 0 
x 
ou A 
Xer * (х-х,)а + (y— yo)b +(z —zo) c= 0 

e pondo 


d = —ax, – by, — cz, 


(7) 


concluímos que 
X€m 9 axtby tcztd = 0 


Então, esta última equação é uma equação geral de T; a particularidade importante é que os coe- 


ficientes de x, y e z nessa equação são as coordenadas de um vetor normal, na ordem adequada, 
e d é dado por (7). | 


Reciprocamente, se ax + by + cz + d = 0 é uma equação geral do plano 7, mostraremos que 
> > 
= (a, b, с) é um vetor normal a r. Para isso, basta mostrar que ñ * v = 0, para todo o vetor 


—> 
n 
> > > cx : 

v paralelo a T, ou seja, que n + АВ = 0, para quaisquer pontos A e B der. 


Sejam A=(x,,y1,21) e В = (x2,y2,z2). Se AET e BET temos 


axi *by, + cz, +d = 0 


ax, +by, + cz, +d=0 


H 


donde se obtém, subtraindo membro a membro, a (x, — xj) +6 (уз — yi) tc(z2 — z ) = 0, 


— 
que é justamente o que queríamos, já que a expressão do primeiro membro é igual a п. AB. 
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Conclusão Relativamente a um sistema ortogonal de coordenadas, os coeficientes de x, y e z 
de uma equação geral de um plano 7 são coordenadas de um vetor normal a 7. Veremos nos próxi- 
mos exercícios resolvidos, aplicações desse fato. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas. 


1. Obtenha uma equação geral do plano 7, que passa pelo ponto A = (1, 0, 2) e tem vetor nor- 
mal ñ = (1, —1, 4). 


Resolução 
Temos 
>> 
Хєл >” AX°n = 0 


Então, pondo X =(x,y,z), vem 


XEr è (x-1,y-0,2-2)-(1,-1,4)=0 


o x—l-yt*4z-8-0 


Logo x — y +4z — 9 = 0 é uma equação geral de т. 


"P А > A 
Outro modo de resolver este exercício é o seguinte:sen =(1, —1,4) é um vetor normal a r, 
então uma equação geral de 7 é da forma 


x-y+42+d=0 


Para determinarmos d, basta lembrar que А Є 7 e portanto suas coordenadas devem satisfa- 
zer a equação de T: 


1-0+4.2 +d=0, 


e daí d=-—9. 
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Obtenha uma equação geral do plano 7 que passa por A = (0, 1, 2) e tem vetores diretores 
— 


u -(4,1,2) e V=(2,1,-2). 
Resolucáo 


Já vimos (19 exercício resolvido do parágrafo anterior) como resolver este exercício 
mesmo que o sistema de coordenadas não seja ortogonal. Uma alternativa para quando o sis- 
tema é ortogonal é a seguinte. 


Sendo 


> > > 
=|4 1 2| = -41+ 12; *2k 


temos que п = (—2, 6, 1) é um vetor normal a 7 (por quê?). Então 


— > 
XEn ^ АХ:п= 0 9 (xy-12-2):(-2,6,1 = 0 


o —2x+6y-6+z-2=0 


Logo, uma equação de Té 2x — бу —z +8 = 0. 


Escreva equações paramétricas para a reta r= л, Om, onde 7,:2x—y—3-0 e 
T,:3x ty +22 – 1 = 0. 


Resolução 


> 
Os vetores n, = (2, —1, 0) > 
> , 
e n, = (3, 1, 2) são normais, res- 
pectivamente, a T; e m. 


Então, como r está contida em 7, 

— > 

e em 7,, segue-se que n, en, 

são ortogonais a r. Concluímos 
vu > n 2 

que n, ^ n, é um vetor diretor 


der. 
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> > > 
i j k 
> > > > > 
n an = 2 -i 0 = —2i — 4j + 5k 
3 1 2 


Determinemos agora um ponto de r: fazendo x = O na equação de 7, , obtemos y = —3 

e substituindo na equação de 75, vem z = 2. Assim, o ponto P = (0, —3, 2) pertence ar, e 
> 

a 72, e portanto a r. Conclusão: r passa por P = (0, -3, 2) e tem vetor diretor v = (-2, -4, 5). 


Daí, 


x=-2A 
ўы (AER) 
z=2+5A 


são equações paramétricas de r. 


EXERCICIOS PROPOSTOS 


Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas. 
1. Obtenha um vetor normal ao plano T nos seguintes casos: 
a) T passa pelos pontos A=(1,1,1), B=(1,0,1) e C=(1,2, 3) 
x=1+0 
b) "tem equações paramétricas 4 y=2-a+B 
z 7" a—2p 
c) Tiem equação geral x —2y +4z +] = 0 


2. Obtenha uma equação geral do plano T que passa pelo ponto P = (1, 1, 2) e é paralelo a 
Mix—y +22+1= 0. 


10. 
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Dé uma equação geral do plano 7 que passa pela origem e é perpendicular à reta que passa 
рог A=(1,1,1) e B=(2,1,-1). 


Dê uma equação geral do plano que passa pelo ponto P=(1,0, 1) e é perpendicular à reta r: 
X=(0,0,1) + А(1, 2, -1). 


> 
Decomponha o vetor Y-2-31*4j- 5k paralela e ortogonalmente ao plano 


x=1-AÀ 
T:4y7—2 
Zz=A-u 


Escreva uma equação vetorial da reta que passa por A=(1,2,3) e é perpendicular ao plano 
mT:2x+y-z=2. 


Escreva equações paramétricas da reta interseção dos planos 


х= 1+À = 1+А-и 
miig y 7 2 e Mmily=2A+u 
z= —A-u Zz=3-u 


Escreva equações paramétricas da reta que passa pela origem e é perpendicular ao plano 


x=1-A-u 
T: ly=AtU 
Z=A 


Prove que o lugar geométrico dos pontos de E? que são eqüidistantes de A=(1,-1,2)e 
B=(4, 3, 1) é um plano. Mostre em seguida que esse plano passa pelo ponto médio de AB 
e é perpendicular ao segmento AB. 


(Generalização do Exercício 9). Prove que o lugar geométrico dos pontos de E? que equidis- 
tam de dois pontos distintos А = (x,,y1,21) e В = (x2, y, z2) é um plano que passa pelo 
ponto médio do segmento AB e é perpendicular a ele. Esse plano é chamado plano mediador 
do segmento AB. 
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11. Mostre que o lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam dos pontos A = (2, 1, 1), 
B= (-1,0,1) e C= (0, 2, 1) é uma reta, perpendicular ao plano que passa por A, B e C. 
Dê equações paramétricas dessa reta. 


84 Feixe de Planos 


A noção que veremos agora é muito útil na resolução de problemas. Considere uma reta r 
interseção dos planos T, e T,: г = T, Nm. Suponha que 


mM:axt+b;ytciztd, = 0 (a? +62 +c? +0) (8) 


т: азх+Ь,у+с,2+4, = 0 (ai +b? +с2 #0) (9) 


O que representará a equação 


a(aaxtbiy+cz+d;) + В (а, х +Ь,у+с,2+4,) = 0 (10) 


onde ae são números não ambos nulos (a? + 8? +0)? 
Se você escrever a equação acima na forma 
(aa, + Ваз) х + (ab, + Bb,)y + (ас, + 8c)z + ad, + Bd, = 0 (11) 


e verificar que os coeficientes de x, y, z não podem ser simultaneamente nulos (veja o Exercício 
2) então concluirá que (10) representa um plano 7. 


Qual a relação entre т, T, e 75? Ora, todo ponto de r = п, NT, satisfaz (8) e (9), logo sa- 
tisfaz também (10), e portanto (11). Conclusão: r C 7. 
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Agora, se um plano contém r, será que existem a e f (não simultaneamente nulos) tais que a 
equação desse plano é (10)? A resposta é afirmativa. Veja o Exercício 3. Então concluímos que 
dados os planos 


UFPE ССЕЎ 
ту:ах + by + ez + d, = 0 (a? +b? +с2 +0) MEI 


е BIBLIO t 
т: axtb;yytcztd, = 0 (ai +62 +c? £0) 


tais que T, N T, = г, o conjunto de todos os planos que contêm r é. 
{r:a (ax + biy + cız + dj) + B(azx + bay + c;z + dj) = O|e€R, BER, o? + B? +0) 


Tal conjunto é chamado de feixe de planos por r. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Dê uma equação do feixe de planos que contêm a reta 
r: X=(1,-1,0)+A(2,-3,4) 
Resolução 


Precisamos achar dois planos 7, e Tr, cuja interseção é r. Para isto, achamos equações 
paramétricas de r: 


x=1+2A 
у= -1-3A 
z=4A 


Agora, eliminando A das duas primeiras vem 3x + 2y — 1 = 0, Da mesma forma, eliminando 
A das duas últimas vem 4y + 3z + 4 = 0. Então 


Зх + 2у – 1 


Ш 
о 


4у + 32 +4 


II 
° 
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Logo, um plano qualquer do feixe será dado por 
I 


а (3х + 2y — 1) +B (4y +3z +4) = 0 (a? + 82 +0) 


2. Ache o plano que contém o ponto P = (1, 1, —3) e a reta 


х-у+2 = 0 


u 
e 


Xtytz 


Resolucáo 
O feixe de planos por r é dado por 
a(x—y+2) + B(xt+ty+z)= 0 5 (a? +8? 40) 
Impondo que P pertença a esse plano ей do feixe, vem 
а(1-1+2) + B(1+1+(-3)) = 0 
Logo 2 а ~ В = 0, donde В = 2а (.. «=0 е 840). Substituindo na equação do feixe, 


ует а(х -у +2) + 2а(х+у+ 2) = Ооо а(Зх+у+ 22 + 2) = 0. Сотоа + 0, 3x + y + 2z + 2 = 0, 
é uma equação do plano procurado. 


3. Ache o plano т que contém a reta г do primeiro exercício e é perpendicular ao vetor 
3 = (1, 2, 1) (suponha que o sistema de coordenadas é ortogonal). 


Resolução 
Segue do primeiro exercício que um plano que contém r terá equação da forma 


т:Зах + (2а +48) +3Bz+(-a+t48)=0 
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Sendo 0 1 т, devemos ter portanto ч /| (3a, 2a + 48, 3f), isto é, 


Uu 

R 
II 

> 


2a + 48 = 2À 


387A 


para algum A € IR. Do sistema acima obtemos a = f e portanto п: Зах + 6ay + 3oz + 3a = 0. 
Sendo a 7 0, dividimos por 3a: 


T:ix+2y+z+1=0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Obtenha uma equação geral do plano m que passa pelo ponto P =(1,—1, 1) e contém a 
reta | 


т: Х=(0,2,2)+А(1,1,—1) 
2. Prove que na equação (11), os coeficientes não podem ser simultaneamente nulos. 


3: Prove que se r = T, MN m, ese rC m, existem e e ñ reais, nào ambos nulos, tais que (10) 
é uma equação de 7. 


Sugestão: O sistema formado pelas equações de 7,, 7; ет é indeterminado. Como as duas 
primeiras são independentes, a terceira é combinação linear delas. 


4. Obtenha uma equação geral do plano 7, que contém o eixo dos x e é perpendicular à reta 
r:X=(0, 1, 1) + A (0, 2, 1) (sistema ortogonal), 


5. Ache uma equação geral do plano т, que contém r: X = (1, 1, 0) + AQ, 1, 1) e é perpen- 
dicular as: X= (1,0,0)+A(1, 1, 0) (sistema ortogonal). 


CAPÍTULO 16 


POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 


Advertência Muito mais do que da memória você vai necessitar, neste-capítulo, do seu bom 
senso. 
$ 1 Retae Reta 

Queremos neste parágrafo resolver o seguinte problema: dadas duas retas r e s, descobrir 
se elas são paralelas, concorrentes ou reversas; se forem paralelas, verificar ainda se são coinci- 
dentes ou distintas. 

Para isso, fixemos um sistema de coordenadas (O, е, je é), e designemos рог? = (a, b, c) 
um vetor diretor de r, por $ = (m, n, p) um vetor diretor de s, por A = (xi, yi, Zi) um ponto 


qualquer de r e por B = (x;, Y2, Z2) um ponto qualquer de s. Observemos então que: 


"S э А ` 
e I € s são reversas se e somente se G, $, AB) é LI, ou seja, se e somente se 
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Ny 


° r e s são paralelas se e somente se G, €) é LD, isto é, se e somente se existe AER tal que 


Т = А (2) 


° r е s são concorrentes se e somente se são coplanares e não são paralelas, ou seja, se e somente 
se 


>> 
m n p =0 e (r,s)LI (3) 


X; — XI Уз — У 25 — 21 


А partir dessas considerações, podemos estabelecer о seguinte roteiro para estudar a posição 


relativa das retas re s: 


Roteiro 


| Escolher um vetor T paralelo a r e um vetor $ paralelo a s. Temos duas possibilidades: 


(7,8) LI ou (7,58) LD. 


1) Se(7,3) é LI escolher um ponto A € r e um ponto B € s, e verificar se (Z, $, AB) é LI 
(condição (1)). Em caso afirmativo, r e s são reversas. Se, por outro lado, (7, $, AB ) é LD, 
estão obedecidas as condições (3) e r e s são concorrentes. 


172 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


2 58е (1, $) 61р (condição (2)), г е s são paralelas, Resta saber se coincidem ou não. Para 
isso, basta escolher um ponto qualquer P de r e verificar se P pertence a s: se sim, temos 
r = s (pois r//s er e s tem um ponto em comum); se não, r e s são paralelas distintas 


(rNs=ger//s). 


Observação 


Se ге s são concorrentes, o único ponto P comum a elas pode ser determinado resolven- 
do-se o sistema S constituído das equações de r e s. Aliás, o estudo da posição relativa pode 
também ser feito resolvendo-se esse sistema). Se S tiver uma única solução, r e s são concor- 
rentes; se S for indeterminado (infinitas soluções) então r=s; se S for incompatível, dois 
casos podem ocorrer: as retas são reversas ou paralelas distintas (isso pode ser decidido tomando-se 
um vetor diretor de cada uma e verificando se são LI ou LD). 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Estude a posição relativa das retas 


r:X = (1,2,3) +А(0, 1,3) AER) e s:X=(0,1,0) + А(1,1,1) AER) 


Resolução 


Temos T = (0, 1, 3), 3 = (1, 1, 1). Como se vê facilmente, (Т, '$) € LL Tomemos então um 
ponto em cada reta, por exemplo А = (1, 2, 3) ЄгеВ = (0, 1, 0) Є ѕ. Então АВ = (-1, —1, -3) 
e como 


0 1 3 
1 1 1 =2= 0 
— -1 —3 


$ >>>” E 
concluímos que (T, š, AB) é LI e portanto r e s são reversas. 


" Cuidado! Não use a mesma letra para indicar os parâmetros; veja o Exercício 12 e a Observação 6 do 


Capítulo 14. 
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2. Estude a posição relativa das retas 


r:X = (1,2,3) +А(0,1,3) (AER)e  s:X-7(,3,9*4(02,6 (иЄ БЕ) 


Resolução 

Temos? = (0, 1,3) es = (0, 2, 6). Logo,s=2Te portanto Œ, 3)é LD. Segue-se daí que 
r // s. Vejamos se r e s são distintas ou coincidentes. Para isso, tomamos um ponto qualquer de 
r, por exemplo, A = (1, 2, 3), e verificamos se A € s. Ora, fazendo u = n na equação de s, 
obtemos: 


X-(1,3, 6) - +0, 2,6) = (1,2,3) = A 


e portanto А Є s. Concluímos que г =s. 


3. Estude a posição relativa das retas 


r:X=(1,2, 3) + A (0, 1, 3) e 


A 


x+y+z=6 
X—y-z = 4 


Resolução 


O vetor T = (0, 1, 3) é paralelo a r. Para determinar um vetor $ paralelo a s, tomemos dois 
pontos de s: fazendo z = O nas equações de s, obtemos x = 1 e y = 5; fazendo z = 1, obtemos 
x= ] e y = 4; logo, B = (1, 5, 0) e C = (1, 4, 1) são pontos de s e portanto £ = BC = (0, —1, 1) 
é um vetor diretor de st”. 


(*) Seo sistema de coordenadas fosse ortogonal, poderíamos obter з de outro modo: 


+ T xV 
1 1 1 | =(0,2,-2) 
boc 1 


(por quê?) 
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Como (r^, $) é LI, as retas não são paralelas. Tomemos então o ponto А = (1, 2, 3) € r; 
— 
temos AB = (0, 3, —3)le sendo 


0 1 3 
0 -1 1 =0 
0 3 -3 


5 > T... E TR 4 
concluímos que (1, 5, AB) é LD. Logo r e s são coplanares; como não são paralelas, concluímos , 
serem concorrentes. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Estude a posição relativa das retas r e s nos seguintes casos: 
a) y+z=3 
r: X=(1,-1,1)+1 (2, 1, 21) s: 
xty-—-z=6 
b) x—y-z-2 2х – 3y t z-5 
r: s: 
x+y-z=0 x+y-—2z=0 


с) г a с ае: s: X = (0, 0, 0) + À (1, 2, 0) 
A 
y ЕЗ as s: CET Sae 4 
2 4 x+y-6z+2=0 
e) r: X 2(8,1,9) 442, —1, 3) s: X = (3, -4, 4) + À (1, 22, 2) 
QU y 5. r2. s. 21 
f) r: 3 3 5 7 s: x=—y=— 
x+1 +ty-3z=1 
E) NA = у = S ATA 
2x—y-2z=0 
A E a =. s: X=(0,2.2)+A(1,1,-1) 


2) 
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Calcule m € R para que 


a) res sejam paralelas; | 

b) r,set sejam paralelas а um mesmo plano; 
c) ret sejam concorrentes; 

d) set sejam coplanares; 


e) res sejam reversas. 
São dadas 


x=my-—1 
| 4 s x---z t: —xt*tz-y--z-] 
m 


No Exercício 1, obtenha, quando for o caso, uma equação geral para o plano determinado 
pelas retas r e s. 


Nos itens do Exercício 1 em que r e s são reversas, obtenha uma equação geral para o plano 
que contém r e é paralelo a s. 


Determine m para que as retas r: X = (1, 0, 2) + А (2, 1, es: X = (0, 1, 21) + A (1, m, 2m) 
sejam coplanares, e nesse caso estude sua posição relativa 


Determine a e B reais para que as retas 


r: X=(1,0,0)+A(1,2,1) e S: | 


sejam coplanares e obtenha nesse caso uma equação geral para o plano delas. 


$2 Reta e Plano 


O problema que queremos resolver agora é: dados uma reta r é um plano 7, decidir se 1 


está contida em 7 ou se r é paralela a 7 ou se r é transversal a 7, isto é, se r fura 7 num ponto P. 


Neste último caso, usamos o símbolo r ñ т. 
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Lembrando que 

° rOn er A m contém infinitos pontos 
° r//m = rrr=% 

° rr = г\л contém um único ponto 


devemos, para resolver o problema, estudar a interseção rN r. 


; p : > > > ; = 
Fixemos então um sistema de coordenadas (O, e,, ез, ез) e sejam, em relação a ele, 


r: X 7 (Xo, Yo, Zo) + À (m, n, p) 


m:axtbytcztd=0 


Vamos discutir o sistema de quatro equações lineares nas incógnitas x, y, z e А; 


x=Xo t mA 
У = уо +nA 
Z=Zo t pÀ 


axtby+cz+d=0 
ou equivalentemente: 


1.x + Oy + Oz — mÀ — xo = 0 
Ox + 1.у + 02 – ПА – уо =0 
Ox + Oy + 1.z — pA— 20 = 0 
ах + Бу + cz + ОА + d =0 


Pela Regra de Cramer, sabemos que este sistema tem solução única se е somente se 


1 0 0 —m 
0 1 0 —n 

+ 0 
0 0 1 —p 
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e calculando o determinante, isso nos dá ma + nb + pc 0. Concluímos que 


тїїлт => ma + nb + pc 0 (4a) 


ou, em outros termos, 


ma+nb+pc=0*<=rCrT ou Ir//T (4b) 


Podemos assim estabelecer o seguinte roteiro para estudar a posição relativa de uma reta r e um 


plano т. 


Roteiro 


1) Achar um vetor Y = (m, n, p) paralelo à reta r e uma equação geral ax + by + cz + d =0 
para o plano 7. 


2) Seam + bn + ср 5 0, a reta é transversal ao plano e para obter o ponto comum a eles, basta 
resolver o sistema formado por suas equações. 


3) Se am + bn + cp = 0, podemos ter r C m ou r // п. Para decidir isso, é suficiente escolher 
um ponto qualquer A de r e verificar se ele pertence a m. Se sim, г C 7; se não, temos 


r // r. 


Observaçóes 


1. бе o sistema (O, €,, ©, ез) for ortogonal, o vetor п = (a, b, c) é normal ao plano meo 
número am + bn + cpé o produto escalar v.n. A condição am + bn + cp = 0 significa, pois, 
quen LV. Temos assim uma interpretação geométrica para (4a) e (4b): 


cha = vr n 
rCT ou r//m > ІП 


2. Se forem conhecidos dois vetores U = (d, e, f) e w = (g, h, i) linearmente independentes 
paralelos a 7, e sendo, como antes, v= (m, n, p) um vetor diretor da reta r, uma condição 
' necessária e suficiente para que r seja transversal a 7 é que (W, V, w) seja LI, isto é, 


d e f 


Faga uma figura para entender isso. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
].  Dadoso plano 
т: X-(L,1,3 +А(1, 1,1) +u (0, 1, 3) 
eareta 
r: X= (1,1,1)+0(3,2,1) 


estude a posição relativa de re 7. 


Primeira Resolução (veja a Observação 2) 


Observemos os vetores Y =(3,2,1),u = (1, —1, 1), w = (0, 1, 3), o primeiro para- 


lelo a r, os dois últimos paralelos a п (e linearmente independentes). Como 


3 2 1 
1 -1 1|=-17%0 
0 1 3 


(V, V, W) € Ll; logo, т é transversal a 7. 


Segunda Resolução (Veja o Roteiro) 


Obtemos uma equação geral de z: 


donde 


т: 4x+3y—z—4=0 
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Sendo v = G, 2, 1) um diretor de r, e como 4.3 + 3.2 + (-1).1= 17 + O vemos que r 


é transversal a 7. 


Idem para 
7: X - (1, 0, 1) * A (I, 1, 1) + n (0, 0, 3), 
r: X = (2,2, 1) ta (3, 3, 0). 


Resolução 
Os vetores Y = (3, 3, 0), Чч =(1,1, De W = (0, O, 3), o primeiro paralelo a r, os 


outros dois paralelos a 7 (e linearmente independentes) são LD, pois 


3 з 0 v 
— 
M 
1 1 l| =0 < 
97 Г] 
0 о 3 


Então, devemos ter r C 7 ou r // z. Para decidir isso, tomamos um ponto qualquer de r 
e verificamos se ele pertence ou não a 7. Fazendo a = O na equação vetorial de r, obtemos 


o ponto (2, 2, 1). Substituindo na equação de 7: 


(2,2, 1)=(1,0, 1) * à (1, 1, 1) + 4 (0, 0, 3) 


ou seja 
2=1+A 
2=A 
1=1+A4+3u 


que é claramente incompatível. Logo, r // т. 
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3. Idem para, 


x=1+A 
т: у=1- А е T: х+у- 2+2=0 
=À 


Resolução 


Vemos pelas equações de r que Y =(1, —1, 1) é um vetor diretor de r. 


Como 1.1 + 1.(-1) + (-1).1 = -1 # 0, concluímos que r é transversal a т. 


4. Idem para 


г: X = (1, 1, 0) * A (1, -1, 1) 


T:Xty—2-0 


Resolução 


Sendo Y = (1, —1, 1) um vetor diretor de r, e sendo 1.1 + 1.(—1) + 0.1 = 0, temos 
por (4b) que r // z ou r É z. Tomemos um ponto de r, por exemplo, P = (1, 1, 0). Subs- 


tituindo na equação de 7, vemos que P € r. Logo, r C r. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Estude a posição relativa da reta r e do plano r nos seguintes casos: 


а) г: X=(L,LO+A(O, 1,1), п: x-y-z=2 


=y=z п: X=(3,0,1)+1(1,0,1)+1(2,2, 0) 
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x-ytz-0 1 1 
с) r: т: X= (07,0) +А(1, ——, 0) * р (0, 1, 1) 
) Ee 2 ) 2 


x—y-l 
d) r: T:xty-2 
1х – 2у = 0 


e) г: Х= (0, 0, 0) +А (1, 4, 1) 
п: X -(1, 1, 1) * À(0, 1, 2) +u (1, —1,0) 


f) r: 3 =y-1= 3^ T: 3x —6y — z = 0 


2. Calcule m para que a reta r: X = (1, 1, 1) + A(2, m, 1) seja paralela ao plano 


т: X=(0,0,0) +e (1, 2,0) * B (1,0, 1). 


3. Calcule m, n € R para que a reta r: X = (n, 2, 0) + À (2, m, m) esteja contida no plano 
7:x—3y tz-l. 


4. Calcule m para que a reta r: seja transversal ao plano r: x + my t z = 0. 


5. | Ache o ponto P onde r fura r nos casos dos Exercícios Resolvidos 1 e 3. 


$3 Plano e Plano 


O problema que se coloca agora é: dados os planos T, e T>, decidir se т, = m3, OU se 
T, e T; são paralelos distintos, ou se m, e п, são transversais (ou seja, concorrentes). Neste 
último caso, usaremos a notação T, M T>, e a interseção m, Nm, é uma reta. 


>>> 
Fixado um sistema de coordenadas (О, e,, ез, ез), sejam ax + b,y + cz + d, = 0, 
ajX + bzy + caz td, = 0 equações gerais de п, e T>, respectivamente. 
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Se a,, bi, C1, d, forem proporcionais a az, b2, C2, d2, isto é, se existir A + O tal que 


a, = Аа», b, = Abs, Ci = Ас, е d, = Ad, 


teremos T: Лазх + Aby + Aczz + Ad, =0 e dividindo por A, concluímos que 
азх + boy t coz + d, =0 é também uma equação geral para л,. Conclusão: T, = T4 
(todo ponto de т, satisfaz a equação de п, e reciprocamente). 


Suponhamos agora que ау, bi, су, são proporcionais a az, bz, с, mas que d, e d; não 
seguem essa proporcionalidade, isto é, que existe A + 0 tal que a, = az, b, = Abs, 
€; = Ас, e d, *Ad,. Neste caso podemos escrever пу: Àa;x + Abay + Лс2 + d, = 0 
e portanto todo ponto X = (x, у, 2) de m, satisfaz 


d 
ax + bzy tez-.— ru (5) 
Como todo ponto X = (х, y, 2) de л, satisfaz 


a2X tb;y t о2= —d, (6) 


d ; 
e —L Æ d,, vemos claramente que nenhum ponto pode pertencer simultaneamente aos 


A 
dois planos (o sistema das equações (5) e (6) é incompatível). Conclusão: п, N тз = ф e 
mı ет» são paralelos distintos. 


Se a,, bi, ci, não são proporcionais a az, b2, c; (e aqui não interessa analisar d, e dz), 
concluímos, por exclusão, que 7, Ñ m, e que л, N T, é uma reta r. Já foi visto, no 
Exercício Resolvido nº 5 do $ 2 do capítulo anterior, como obter equações paramétricas 


para r. 


Resumindo, temos o seguinte roteiro para estudar a posição relativa dos planos п; ел», 
conhecidas suas equações gerais 


Ti: axtb;ytcztd,=0 e п: ax+tb;ytcztd,=0 
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Roteiro 


1) Sea,,b,,c,,d, são proporcionais a az, b2, c;, d2 (isto é, se uma das equações é “múltipla” 


da outra), temos 7, = 75. 


2) Sea, bi, c, são proporcionais a az, b2, c; mas d, e d; não seguem essa proporção, então 
7, € т; são paralelos distintos. 


3) Seas, bi, c, não são proporcionais a az, b2, c2, então m, Ñ m; em O т, é uma reta. 


Observações 


1. Poderíamos tratar de modo análogo o caso em que 74, ou п, (ou ambos) são dados por 
equações paramétricas ou vetoriais. A diferença é que ao invés de um sistema de 2 equações 
a 3 incógnitas, poderíamos ter que analisar um sistema de 3 equações a 4 incógnitas. Sempre 
temos, no entanto, o recurso de passar inicialmente as equações para a forma geral. Exem- 
plificaremos isso nos Exercícios Resolvidos. 


2. Seo sistema de coordenadas é ortogonal temos uma forma geométrica de tirar as mesmas 
> > : ; 
conclusões: os vetores n, = (a,, b,,c,)e ri; =(a;,b;, сг) são normais, respectivamente, a 


7, e To; logo 


e S(n,n,)éLLentãom, № m, 


LEN 
> ` > 


e Se (ny, n2) é LD, então п; // 75. Para decidir se são distintos ou coincidentes, basta 
escolher um ponto P qualquer de 7, e verificar se P pertence a n2. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. - Estude a posição relativa dos planos 
Tı: X=(1,0,1)+A(1,1,1)+1(0,1,0) € m:X=(0,0,0)+a(1,0,1)+8(-1,0,3). 


Resolução 


Inicialmente, obtemos equações gerais para т; e т, (isso você já sabe fazer): 


T; :Xx—z70 m2:y=0 
ou 


тү: 1x+0y+(G1).z2=0 7:0x+1y+0z=0 


Como 1, 0, —1 não são proporcionais a 0, 1, 0, temos que тп; é transversal a m3, e por- 
tanto пу N т, é uma reta. 


Se quisermos obter equações paramétricas para a reta г — T, N T> 


x—z=0 
I: 
y=0 


basta, como já vimos no Capítulo 15, fazer (por exemplo) z = À e teremos 


ré y=0 AER) 
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Estude a posição relativa dos planos 


пу: 2x-y+z-1=0 e 


Resolugáo 
Cada coeficiente da equação de m, é o dobro do seu correspondente na equação de 
75, exceto o termo independente. Logo, este caso encaixa-se no item 2 do Roteiro e por- 


tanto T, eT, são paralelos distintos. 


Idem рага тү; x+ 10y — z =4, пз: 4x + 40y — 42 = 16. 


Resoluçao 
Multiplicando por 4 ambos os membros da equação de m, obtém-se a equação de 
тз. Logo, T; = m2. 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Estude a posição relativa de 7, e m, nos seguintes casos: 


а) m:X=(1,1,1)+A(0,1,1)+4(21,2,1) 
m: X=(1, 0, 0) + А (1,-—1, 0) + 4 (C1, 11, -2) 


b) mı: 2x- y+2z-1=0 
т: 4x —2y t 4z- 0 


с) m: x—y+2z—2=0 
m2: X=(0,0,1)+1(1,0,3)+ 4-1, 1, 1) 


Calcule m para que os planos 
7,:X 7 (1, 1, 0) * A (m, 1, 1) * u (1, 1, m) 


7T4:2x + Зу +22+п = 0 
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sejam paralelos distintos, nos casos: 
a) n-2-5 b) n=1 
Mostre que os planos 
m:X=(0,0,0)+A(-1,m, 1) t ú (2, 0, 1) 
Х = (1,2,3) +a (m, 1, 0) + 8 (1, 0, m) 


são transversais, para todo m € R. 


Desenvolva um método para estudar a posição relativa dos planos 7,: X = A + AU + uv e 
> > 
73: X- B + At + uw, sem passar suas equações para a forma geral. 


Sugestáo: Discuta a dependéncia linear das triplas (u, v, 1) e (u, v, w). 


Miscelanea de Exercícios 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 


Sejam r e s as retas reversas, passando por A e B e por C e D respectivamente. Obtenha 
uma equação vetorial da reta t, concorrente com r e s, e paralela ao vetor V=(1,-5,-1). 


Dados: А = (0, 1,0), B=(1,1,0), C=(-3,1,-4)e D-(-L 2, —7). 


Primeira Resolução (geométrica) 


Pode-se demonstrar (faça isso) que a reta 
procurada é a interseção dos planos т, ел», sendo 
7, O plano que contém r e é paralelo a Vemo 
plano que contém s e é paralelo a V. Caso esses 
planos não sejam transversais, não existe a reta 
procurada (prove). Como T, passa por A e tem 
vetores diretores V e ÀB, uma equação geral 
de m, é: 
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x y-1 2 
1 —5 —1 =0 
1 0 0 
ou 
mi:y— 52=] 


> — 
Por outro lado, п passa por C e tem vetores diretores у e CD. Logo, 
x+3 y-1 2+4 


Ta: 1 —5 —l =0 


ou 
ma: 16x+ y+112+91=0 
Vê-se facilmente que л, e m, são transversais, e portanto a reta procurada é 
y - 52= 1 
| l6x+y+1lz+91=0 
que tem 


х= C 5 ,1,0)+M(1,=5,-1) 


por equação vetorial. 


Segunda Resolução (algébrica) 


MEI 


BIBLIOTE 


Sejam M e N, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre com re s. A 


partir das equações paramétricas (ou vetoriais) de r e s, podemos escrever as coordenadas de 


M em função de um parâmetro À e as de N em função de um parâmetro u (cuidado! não use 
—— 
a mesma letra!). Como M e N pertencem à reta t, devemos ter (MN, V) LD, ou seja,deve 


HOM т? 5 
existir «ER talque MN -av. 
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Essa igualdade fornece um sistema de três equações nas incógnitas À, и, a, o que per- 
mite determinar um ponto de t (M ou N). Com um ponto e um diretor (ў ) de t, escrevemos 
suas equações. Se o sistema for incompatível, não existe a reta t. Vejamos: 


Equações vetoriais: 


r: X=(0,1,0)+A(1,0,0) 
s: X = (—3, 1, -4) +u (2, 1, -3) 


Mer > M=(2,1,0) 
NEs = N=(-3+2p,1 +u, —4 — Зи) 


ic > ; 
Impondo que MN = av chegamos ao sistema 


—3 + 2u—À-a 
и =—5@ 
—4 — 3u =—@ 
que resolvido fornece А = — +, „= -—. a => Горо, M = (- M 1, 0). Entáo 


tX- 23 ,1,0) +6 (1, —5, —1). 


2. Obtenha uma equação vetorial da reta t, que passa pelo ponto Р = (2, —1, 1) e é concorrente 
com as retas reversas 


ytz=5 2x-z+1=0 
r: S: 
x+2z=9 y—2z=1 


. Primeira Resolução (Geométrica) 


Verifique inicialmente que P € r e P €s(o 
que aconteceria se P € R ou P € s?). Sejam 7,,0 
plano determinado por re P e r;, o plano deter- 
minado por s e P. Se r não for paralela a m,, nem 
sa T,, a reta t procurada é л, N m, (isso pode 
ser demonstrado). Então: fazendo z = À nas equa- 
ções de r e x =u nas de s, obtemos: 


e portanto: 


A=(9,5,0)€r, 
B=(0,3,1)€s, 
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u 7 (-2, -1, D) // r 
у= (1,4, 2) /[ s 


Daí segue que 7, passa рог Р = (2, —1, 1) e é paralelo a V еа PA= (7, 6,—1). Logo: 


ou 


Vemos então que s é transversal а л), já que 1.1+(-1).4+1.2=-—1 0. Quanto а 


mi: —2 —l 


T;::X—-ytz—4 


-0 


1 


E > > — 
m, , este passa por P e é paralelo a v e a w = (-1, 2, 0) (note que w == PB). Logo, 


ou 


Tz: 1 


m:2x+y— 32=0 


2 


y+1 z—1 
4 2 -0 
2 0 
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»:mos então que r é transversal a 7,, uma vez que 2(-2) + 1.(-1) + (-3).1 2 -8 £ 0. 
3 solução é portanto, a reta m, N m: 


x—-ytz—4-0 
t: 
2x+ y – 3270 


que tem equação vetorial X = (0, -6, -2) + A(2,5, 3), 


Segunda Resolugáo (algébrica) 

Sejam A e B, respectivamente, os pontos onde a reta procurada concorre com res. À 
partir de equações paramétricas ou vetoriais de r e s, podemos escrever as coordenadas de A 
em função de um parámetro À e as de B em função de um parámetro u. Como A, Be P 
pertencem à reta t, deve existir a € IR. tal que PA =aPB. Das equações paramétricas de 
r e s, já obtidas na Primeira Resolução, obtemos: 

А =(9 — 22.5 — А,А) B = (и, 3* 4u, 1+2u) 


Substituindo na relação acima, vem 


(7 22,6 АА 1) = a(u — 2, 4 * Au. 24) 


Obtemos assim o sistema 


que. resolvido, fornece 


5 
rt, и 7-6, а= ——— 
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— > — 
Logo, B = (-6. -21, -11) e PB = (-8, -20. -12). Então v =- 4 PB=(2,5,3) é um vetor diretor 


da reta procurada e 


t:X=(2,-1,1)+8(2,5,3) 


Observação Final 
O método algébrico utilizado para resolver os Exercícios 1 e 2 é uma ótima ilustração 


daquilo que foi dito no Prefácio a respeito do método analítico de estudo da Geometria. 


Cremos então ser a hora de convidá-lo a reler com atenção aquele Prefácio. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas nos Exercícios 10, 11, 12, 14, 17, 
25,27 e 28. 


l. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, que passa por P e é concorrente com r e s, nos 
seguintes casos (interprete geometricamente os resultados): 


$:X = (-2,0, 4) * (1. 1. -1) 


b)P=(-2,2,-4) r:X=(-1,1,3)+A(-2,-2,2) s:X=(-2,4,4)+A(1,2, 3) 


-y-z+5=0 T " 
c) P =(1.0.6) "b y S 3 y-2 


2х-2+4= 0 2 


d) P=(1,-2,-1) EA к 


y=] -x 


e) P=(1,0,3)  rX-(1,0.0*2A(3.-1,12) sX=(-5,2,4)+A(1,5,-1) 
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2. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, concorrente com r e s, nos seguintes casos 
(interprete geometricamente os resultados): ` 


x+y-3z=1 
a)r: X=(1,1.-1)+1 (2, 1,—1) 


2x- y-2z=0 


e té paralela à reta determinada рог M=(1,-—1,4)e N = (0. —3, —1). 


E do x= 2 

b)r: 2 =y=-Z s: X G 3 ,0)*A(5,4, 3) 
e té paralela ao vetor V =(1,0,1) 

c) r: X=(1,2,3)+ A (2, –1, 0) s:X=(0, 1, -3 *A(1, 21, —2) 


e té paralela à reta 


86  —43 


m" 43 
EROGO MA 53 


3. Obtenha uma equação vetorial para a reta que passa pelo ponto P, é paralela ou contida 
no plano r, e concorrente com a reta r nos seguintes casos (interprete geometricamente ): 


a) P=(1,1,0) T; 2x *ty-z— 3-0 г Х=(1.0.0) * 3A(- 1.0, 1) 
b)P=(1.0.1) mix -Jjy—z-1] EX=(0,0,0)+A(2.1,-1) 
с) P=(1.2,1) mix y=0 r:X=(1, 0, 0) + A(2, 2, 1) 


4. Obtenha uma equação vetorial para a reta t, contida no plano T: x — y + z = 0, e que é 
concorrente com as retas 


x+y+2z=2 2=х +2 


x 
li 
< 
< 
lI 
° 


5. Obtenha uma equação vetorial da reta t, paralela aos planos « e B, e concorrente com as 
retas r e s, sendo 


аа: 
т: х-2у=2—х=у+] 


X—2y+z+1=0 


a:x+2y+z-1=0 e В: x + 4y+2z7=0. 


10. 


11. 


14. 
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Obtenha uma equação geral para o plano que contém a reta r: X = (1, 1, 0) + A (2, 1, 2) 


+ 
e é paralelo à reta s:Ž Ls y = z+3. 


2 


Obtenha uma equação geral para o plano que passa pelo ponto P = (1, 3, 4) e é paralelo 
ao plano T:x+y+z+1=0, 


Dé uma equação vetorial da reta h, paralela ao plano 7: x + y + z = 0, concorrente com 
asretas г: Х = (0, 0, 2) t a (1, 1,1), $:X = (2, 0, 5) + 8 (0, 1,1) e 
t: X =(-3,-3,3) + y (1,0, 2). 


Existe alguma reta paralela à reta r: Х = (0, 1, 1) + А1, -1, -1), contida no plano 
T: X - 2y + 3z -1 = 0? Por qué? E paralela ao eixo das abscissas? 


Considere os planos rí: 2х = y, T2:x=0, пз: 2 = 0, eseja па o plano determinado 
pelas retas 


x=0 
r: X=(1,2,0)+A(1,2,-1) е s | 
z+y=1 


Verifique se esses planos determinam um tetraedro e calcule o seu volume. 


Calcule o volume do tetraedro determinado pelas retas r, s, e t e pelo plano 7. São 
dados T:x+y+zZ-5=0, r:x=z=0, s:x=y=0€e t:x-2y=z=0. 


Verifique se as retas r, s, t e o plano 7 determinam um tetraedro e calcule seu volume. 


x= 
Dados: п:х+у– 2+1 =0, I: | 4 
x=z+1 
x+y=0 xty-z=1 
S: t: 
z+] =0 | 


Um paralelogramo de vértices A, В, С, D. tem lados АВ e CD paralelos à reta de equação 
r: X -(0. 0, 0) + A(3, 4. 5) e os outros dois paralelos ao plano п: x + y + 32-0 
Conhecendo os vértices А e D. determine os vértices B e C. Dados: A = (0. 0. 0) e 
D -(1,1. 1). 


x 


Considere as retas r: X = (1, 1, 0) + А (0, 1, 1) ев: zi = y=Z. Seja A o ponto onde s 


fura o plano л, e B e C respectivamente os pontos onde r fura os planos Oxz e Oxy. Calcule 
a área do triángulo ABC nos seguintes casos: 
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a) mT:x—y+z=2 
b) mix-y-z=2 
c) m:x—d4y+2z=1 


15. Projete o ponto Р = (1, 4, 0) sobre o plano п: x + y — 2z + 1 = 0, paralelamente à reta 
r:X=(0,0,0)+ A (1,4, 1). 


16. Sendo z: X = (0, 0, 0) + A(1,-1,-1) + u (3306-1, r: X = (1, 0, 0) + y (2, 1, 0), е 
P = (2, 2, 1) existe uma reta concorrente com r, passando por P e paralela a z? Por qué? 


17. Dados os planos ту: х — y = 0, m,:x+z=0 e пз: x — y + 3z + 3 =0, mostre que 
T, N mo N пз se reduz a um ponto A (determine-o). Em seguida, calcule o volume do 
paralelepípedo que tem diagonal AH (H = (2, 1, 3)) e três faces contidas nos planos dados. 


18. Dadas as retas r e s e o ponto P, verifique em cada um dos casos seguintes se existe uma 
reta t passando por P e concorrente com r es nos pontos A e B de tal modo que os segmen- 
tos AP e BP sejam congruentes; se for o caso, obtenha uma equação vetorial para t. Inter- 
prete geometricamente os resultados. 


a) P=(1,-1,-9) r:X=(0,-4,1)+A(2,1,0) s:X=(0,-3,-3)+u(1, 0, 2) 


b) P=(1, 2, 3) r:X=(0,0,0)+1(1,0,1)  s:X=(1,1,1)+1(2,1,1) 


19. Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam 
nas retas r e s e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 


a) r: X =(1, 2, 2) + À (0, 1,1) s: X 2(0,0,0) * u (1, 0, 1) 


x+y-z+1=0 
b) r: X=(1,2,3)+A(1, 2, 3) S: 


2x- y=4 
c) rX=(1,0,0)+A(-1,0,1) 
s:X=(0.0,1)+1(2.1.1) 


20. Obtenha nos casos do exercício anterior, equações do lugar geométrico dos pontos médios 
dos segmentos paralelos ao segmento AB. que se apoiam nas retas r e s. São dados: 
A =(1,2,7) e B=(1,1,4). Interprete geometricamente. 


21. 


22: 


23. 


25. 


26. 


28. 
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Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam 
nos planos m, e т, e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 


а) пу: 2x— 3y + 3z-4=0 m:xty—z+2=0 
Ъ) пу: х – y +3z=0 m:x—y+3z-1=0 
Obtenha, nos casos do exercício anterior, equações do lugar geométrico dos pontos médios 


dos segmentos paralelos ao segmento AB, que se apoiam nos planos п; e mz. Interprete 
geometricamente. São dados: A = (1, 4,0) e В = (0, 1, —2). 


Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios dos segmentos que se apoiam na 
reta re no plano 7, e interprete geometricamente, nos seguintes casos: 


а) T:x—-2y—z-1 гХ= (1,0, 2) +А(2,—1, 4) 
b) п:х+у+2=0 r: X = (0, 0, 0) + A (1, 1, 1) 
с) T:x— 2y — 2=0 r:X=(1,0,1) +À(1, 0, 1) 


Nos casos do exercício anterior, obtenha equações do lugar geométrico dos pontos médios 
dos segmentos paralelos ao segmento AB e que se apoiam emre 7. Interprete geometrica- 
mente. Dados: A=(1,0,1) e B=(1,2,3). 


Sejam A = (2,1,1), B=(-1,0, 1), C=(0,2,1)e z: X=(2,4,0) *a(-1,1, 1) + 8(—2,—1,0). 
Mostre que o lugar geométrico dos pontos X do plano 7, tais que o tetraedro ABCX tenha 
volume 1, é a reunião de duas retas paralelas, contidas em m; obtenha equações vetoriais 
para elas. 


Dadas as retas r: X = (1, 0, 0) + «(0,1,1),s:X = (0, 2,0) + B(1,0,1),t: X = (0,0, 3) + y(1,1,0), 
seja ha reta concorrente com r, s e t nospontos A, B e C respectivamente, de 
tal modo que B seja o ponto médio de AC. Determine os pontos A, B e C e uma equação 
vetorial de h. 


Dada a reta r: x — y x + z — 1 = 0, seja 7 um plano que contém r e determina com os 


trés planos coordenados um tetraedro de volume V = + Determine os vértices do 


tetraedro e uma equação geral de т. 


Dados os pontos A = (1, 0, 0), В = (0, 2, 0), C = (0, 0, 3) e O = (0, 0, 0), sejam r,s e t 
as retas que passam respectivamente por Oe A, Oe B,OeC. Obtenha uma equação geral 
do plano 7, paralelo ao plano que passa por A, B e C, de modo que o triângulo A' B' C' 
tenha área = sendo A', B'e C' os pontos onde as retas r, se t furam 7. 


CAPÍTULO 17 


PERPENDICULARISMO E ORTOGONA LID ADE 


Nos capítulos anteriores, a não ser em raras ocasiões, não foi necessário supor que o sistema 
de coordenadas fosse ortogonal. Neste capítulo e nos seguintes, porém, isso é essencial. Então, 
salvo menção em contrário, estaremos sempre utilizando um sistema ortogonal de coordenadas 
(О, Т, 7, К). Preste atenção para descobrir onde surge a necessidade disso. 


81 Reta e Reta 

Para decidir se duas retas são ou não ortogonais, tomamos vetores paralelos a elas e verifi- 
camos se estes são ou não ortogonais. 
Atenção 


Há diferença entre os termos retas ortogonais e retas perpendiculares! Retas ortogonais 
podem ser concorrentes ou reversas, enquanto que retas perpendiculares são obrigatoriamente 


concorrentes. 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Verifique se as retas 
rX=(1,1,1)+ 20, 1, -3) QER) 
s: X = (0, 1, 0) + A (—1, 2, 0) (a € R) 


são ortogonais. Verifique também se são perpendiculares. 
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Resolução {ЈЕРЕ qows 
ul 


zt 


y3 5 


Temos рр d 
(2,1,3) * C1,2,0 =2(—1) + 1.2 + (-3).0=0 


logo, r e s são ortogonais. Para verificar se são perpendiculares, basta verificar agora se são 
concorrentes. Para isso, segundo o que vimos no Capítulo 16, $1, é suficiente resolver o 
sistema das equações de r e s. Um outro modo é verificar se r e s são coplanares (e se forem, 
serão perpendiculares). Vejamos: 


(1,1,1)€ r 
(0,1,0)€ s 
(1,0, 1) 


(2, 1, —3) é um diretor de r 


<} q су O Mm 
sl 
II 


Ш 


(—1, 2, 0) é um diretor de s. 


Сото 


-1 2 0 = 11 50, 


>> LA. x Ы ; 
os vetores u, v e Q o LI e portanto r e s são reversas; logo não são perpendiculares. 


Idem para 


х-у+22 = 1 2x— y *z-1 
s: 
x—-y-0 


Resolução 


> A А 
Devemos achar vetores T е $, diretores de r e s, respectivamente. Conforme o Exer- 
cício Resolvido nº 3, $3 do Capítulo 15, 
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т J] R 

T=| 1 -l 2 | = (0,4,2) 
1 [^ -=2 
г 7 L 

Z= 2 ul l | = (1,1,—1) 
1 =l 0 


Como Y *8 =0+4-2=2% 0, as retas r e s não são ortogonais. 


Ache equações paramétricas da reta r que passa por P = (—1, 3, 1) e é perpendicular à reta 


need. 
S: 2 3 Z. 


Resolução 


Vamos procurar o ponto Q, comum a re a s (o pé da perpendicular). Obtenhamos 
inicialmente equações paramétricas para s. De 


ES Хоз MR 


2 3 
vem: 
x=1+2A 
S y=1+3A 
z=A 


Como Q pertence а s, temos Q = (1 + 2А, 1 + ЗА, A) para algum À € R e portanto 


РО «(2421,24 3, A— 1) (o) 
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Sendo Y =(2, 3, 1) um vetor diretor de s, devemos ter PQ L7. Então 


— 


0=PQ «Y =(2 + 2А, —2+ 3), A — 1)*(2,3,1)=4+4A-6+91+A-— 1 


donde х=. Levando a (a), ve PQ = (24 = zu Então r é dada por 
14 * д 14 ° 14 ° 14! po 


x =—] + 34u 
у= 3- 19u 
z= 1-lla 


Atenção 


EN 

Evite o erro seguinte: tomar um vetor qualquer ortogonal a v para ser vetor diretor 

de r. É preciso ter muito boa pontaria para acertar a reta s, “chutando” um dentre os infinitos 
> 


vetores ortogonais a v! 


EXERCICIOS PROPOSTOS 


]. Verifique se as retas r e s são ortogonais; em caso afirmativo, se são também perpendiculares. 


a) rX-2(1.2,3*3(,2,1) s:X=(2,4,4)+1(G1,1,-1) 
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b)r:X=(0,1,0)+A(3,1,4) s:X=(-1,1,0)+A(1,0,1) 
x-1 = i 
9 iS x =-— s: X - (1,3, 0) + À (0, -7, 5) 
-4 4- 
d rix+3= = s X mue = - 
) у= > E, z 
e) x=2+3A 
x-4 y-2 zt*4 
r =-5-2AÀ s AS TS os 
z=1-A 


x=-3+1 
а) P=(2,6,1) ` r: y=A 
z=3A 
b P=(1,0,1) r passa por A = (0, 0, -1) e B = (1, 0, 0) 


3. Асһе equações sob forma simétrica da reta perpendicular comum às retas reversas 


x=2+A 
x+y=2 
= e К 
d y Es 
z=-1+A 


4. Dé uma equação vetorial da reta paralela ao plano 7, perpendicular à reta AB, e que intercepta 
a reta s, sendo п: 2x— y + 3z-1=0, A=(1,0,1), B=(0,1,2), s: X=(4,5,0)+ A(3, 6, 1). 
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$2  Retae Plano 
Para decidir se uma reta r e um plano 7 são perpen- w 
diculares, podemos proceder assim: sendo W +0 para- 
lelo ar, Ш e Y linearmente independentes e paralelos a 
м > >, > 
T, entáo r L т se e somente seu ^ V é paralelo a W. 
Caso o plano seja dado por uma equação geral 


т: axtby+cztd=0 


> 
então, como (a, b, c) é normal a 7, basta verificarmos se este vetor é paralelo a w. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. | Verificarse r e 7 são perpendiculares, sendo 


r:X=(0,1,0)+A(1,1,3) AER) 
п:Х =(3, 4, 5) + A (6, 7, 8) + u (9, 10,11) (A u €R) 
Resolução 


i 7 k 


п =(6,7,8) ^ (9, 10, 11) =| 6 7 8 | = (-3, 6, -3) 


2 > sis Ya 2 Сш: 
é normal а т. O vetor w = (1, 1, 3), paralelo a r, não é paralelo a n, como é fácil ver. Logo 
rm. 


2x—- y—- z=0 
2. Idem para п: x+2z=14 е r: 
2x+y-z=2 
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Resolução 


Um vetor paralelo a r é 


+ 7 t 
=m am =(2,-1,-10) a (23,1, -D=| 2 -1 —1 | = 0,0,4 
2 1 —1 


> > > 
Um vetor normala т é п = (1, 0, 2). Como w = 2n, vemos que r 17. 


3. Ache equações na forma simétrica da reta r que passa por P = (—1, 3, 5) e é perpendicular 
ao plano 7:x—y+2z-1=0, 


Resolução 


Um vetor diretor de ré o vetor Ñ =(1,—1, 2), normal a z. Então 


+ 2:5. — 
E EA do 


1 -1 2 


EXERCICIOS PROPOSTOS 
0 Verifique se r é perpendicular a 7 nos casos 
a)r: X=(3,1,4) +A(1,—1, 1) 7:X 2(1, 1, 1) * A (0, 1,0) * u (1, 1, 1) 


b) r: X2 (3, 1, 4) * A (—1, 0, 1) 2:X 2(1, 1, D A (0,2,0 t u (1, L, 1) 


c) r: y21—3AÀ 


z=A 

x+ty+z=1 
d) г: 

2x+y-z=0 

x—y-z=0 
e) r: 

x+y=0 
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T:6x — бу t2z— 1 = 0 


mx—-ytz=1 


T:2x —2y + 42 = |] 
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Ache equações paramétricas da reta que passa рог Р е é perpendicular ао plano 7 nos 


casos: 
a) P=(1,-1,0) 
b) P=(1,3,7) 


m:X=(1,-1,1)+A(1.0.1)+p4(1, 1,1) 


T:2xX— у+2=6 


Ache uma equação geral do plano 7 que passa por P e é perpendicular à reta r nos seguintes 


casos: 
a) Р =(0, 1, –1) 
Ъ)Р = (1, 1, –1) 


c) P = (0, 0, 0) 


r; X = (0, 0,0) t A(1, —1, 1) 
x—2y+z=0 


2х – 3y+z-1=0 


г passa рог А = (1, 21, 1) еВ = (1, 1, –1). 


Ache o simétrico de P em relação ao plano 7 nos casos seguintes: 


a) P=(1,4,2) 


b) P -(1,1, 1) 


TX —y tz—2-0 


m:4y— 22+3=0 
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Ache o simétrico de P em relação à reta r nos seguintes casos: 


a) P=(0.2,1) r: X=(1,0,0)+A(0, 1, —1) 
b) P-(1, 1, –1) pL. yz 
x-y-z=0 
c) P=(0, 0, —1) r: 
2x+3y-1=0 


Determine a projeção ortogonal 
a) do ponto P = (4, 0, 1) sobre o plano п: 3х - 4у + 2 = 0 
b) da retar:x+1=y+2=3z-— 3 sobre o plano z: x -y +2z=0 
с) da origem sobre a reta interseção dos planos T,:x+y+z=1 е 
x=1+A 
п: 4 у=1+р 


z-ltAÀtuü 


Ache equações paramétricas da reta r', simétrica da reta r em relação ao plano 7, sendo 
r determinada por A=(1,0,0) e B=(0,-1,-1) e 7 dado por x+y-z=3 


Dados os planos лу: x-y+z+1=0 em: x+y-z-1=0, determine o plano que 
contém 7, N 7; eé ortogonal ao vetor (1, 1, —1). 
Ache o vértice B de um triángulo retángulo ABC sabendo que 

(i) A =(1, 1, 1) ea cota de C é maior do que a de A; 

(ii) a hipotenusa AC é ortogonal ao plano x + y - z - 10 = 0, e mede V5; 


(iii) o lado AB é ortogonal ao plano 2x - y -z- 0 
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10. Ache equações na forma simétrica da reta perpendicular às retas 


x=1+A x=0 
r y=A s: y"u 
z=0 z=1+p 


e que passa pela intersegáo de r e s. 


11. O vértice de uma pirámide regular é Р = (4/2, 2, 0) e sua base é um quadrado ABCD con- 
tido no plano п: х — z = 0. Sendo A = (0, 2, 0), determine os outros três vértices e o 


volume da pirámide. - 
` n. 
2 


$3 Plano e Plano 


> , >, 
Se n, é normal ao plano 7,, n; é normal ao 
a > > 
plano m2, então, л, l m) se e somente se n, ` n; = 0, 


Pd 


EXERCICIO RESOLVIDO 


como é claro. 


Verificar se sáo perpendiculares os planos 
m:X=(0,0, 1) *4 (1,0, 1) +u (71, -1, 1) 
7;:2x - Ty + 162 = 40 
Resolução 


Um vetor normal a л, é 


i j K 

i 

m = (1,0,1) A(-1,-1,1) = 1 0 1 | =(1,-2,-1) 
al - ш] 1 


Um vetor normal a 7; é m = (2, 7, 16). Como п, *п = (1,-2,-1) • (2,-7,16) = 0, 
resulta que 7, 1 mo. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Verifique se os planos dados são perpendiculares nos casos: 
a) X=(1,-3,4)+A(1,0, 3) +u (0, 1, 3) 


X=(0,0,0)+A(1, 1, 6) + u (1, —1, 0) 


b) Х = (1, 1, 1)+ A (—1, 0,—1) + u (á, 1,1) 


X=(3, 1, 1) +A (1, 33, —1) + u (3, 1, 0) 


c) X=(4,3, D+A(-1,0,-D) +u (3, 1, 0 y—3z-10 


d x+y-z-2=0 4х — 2y + 22 = 0 


2. Ache uma equação geral do plano рог (2, 1, 0) que é perpendicular aos ше 
х+2у – 32+4=0 е 8x-4y+16z-1=0. 


3. Dados os planos 1,:x— у+2+1 = 0, п: х+у- 2—1 = 0 ету: х+у +22 2 = 0, 
ache uma equação do plano que contém л, N m, eé perpendicular a тз. 


4. Um cubo tem diagonal AB e uma de suas faces está contida no plano тп: х — y =0. Deter- 
mine seus vértices, dados A=(1,1,0) e B=(1,3,y/2). 


5. Um hexágono regular ABCDEF está contido no plano т: x + у + 2 — 1 = 0. Sendo 


A=(1,0,0) e D= 6,5,2) dois vértices diametralmente opostos, determine os 


outros quatro. 


CAPÍTULO 18 


ÂNGULOS 


Neste capítulo, todos os sistemas de coordenadas são ortogonais. 


$1 Ângulo entre Retas 


Dadas as retas res (não ortogonais), queremos 
achar a medida 0 do ângulo agudo entre elas. Para isso, 
tomemos Ú £ Ü e v + б, respectivamente paralelos 
areas. Sendo o a medida do ángulo entre V e V, temos 


Д é > > 
Analisemos o sinal de u * v. 


> 


e Se U*V > 0, então cosa >0, donde 0 <a < p e0 =a (veja a Figura (a)). Logo 


> > > > 

КЕ s Sa sa u v| 
= > TI h = 

lu Hl vl їч IV 
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e SeU-v<o0,então cos a <0, donde 3 Xa «п, eneste caso 0 +а =T (veja Figura (b)). 


Logo 
> > > > 
u ° V [u * v| 
cos0 = cos(r— a) cosa =- ——— = = 
lu lvl builllvll 
Em qualquer caso, 
dv 7 
cos 6 = > > > 0x80 < 2 
їч d v 


Observação 


Salvo menção em contrário, o ângulo entre duas retas será considerado sempre como sendo 
o agudo. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Ache a medida em radianos do ângulo entre as retas r: X = (1, 1, 9) + A (0, 1, -1) e 


Resolugáo 
Temos Y =(0,1,-1), Y =(1, 1, 0), logo 


[ч - v| 1(0, 1, —1) • (1,1, 0) | 1 1 
cos 0 = CS sr “Dans av yr NT A Õ ça 


їшї TOL-DITALOT 22 2 


0 = E (em radianos). 


2. Obtenha os vértices B^e C do triángulo equilátero ABC, sendo А = (1, 1, 0) e sabendo que 
o lado BC está contido na reta r de equação vetorial X = (0, 0, 0) + А (0, 1, —1). 
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Resolução 
Seja P um dos vértices (B ou C). Então, como P € r, temos 
P=(0, A, -A) (a) 


Mas o ángulo entre r e a reta que passa por A e P mede 60%. Assim, como u = (0, 1, —1) 
—> 
é um vetor diretor dere AP =(—1,A-—1,-—A), devemos ter: 


ou 


1 _ JA-1+A!] 
DV AQE 


Simplificando, após elevar ambos os membros ao quadrado, chega-se a A? — À = 0, e por- 
tanto À = О ou À = 1. Portanto, segue de (o) que P = (0, 0, О) ou P=(0, 1, —1). Conclusão: 
os dois vértices B e são (0,0,0) e (0, 1. —1). 


Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos X € E? tais que a medida em 


radianos do ángulo entre o eixo dos z e a reta que passa por X e P = (0, 0, 2) seja i À 
Resolução 
Pondo X = (x, y, z), temos PX = (x, y, 2 — 2). Assim, chamando ©? o lugar geométrico. 
> D 
PX *k 2 
Xe Q => г. м? 


PX MARN 2 


logo. 


Segue-se que 


(z — 2)? =x? + y? (z + 2) 
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é uma equação para $2. Note que, da forma como foi enunciado o problema, o ponto P 
não pertence а 9, daí a ressalva z + 2. Use a sua intuição geométrica para perceber que 
О é uma superfície cônica!*) tendo o eixo dos z como eixo de simetria (veja o Exercício 10, 
86 do Capítulo 22). 


$2 Ângulo entre Reta e Plano 


Para achar a medida 0 do ángulo entre a reta r e ñ š 
o plano 7, basta achar a medida « do ángulo entre r 
e uma reta normal a п, uma vez que 0 + а => Sejam a Z 
u um vetor diretor de r e п um vetor normal a л. Então, ГА 
сото 
a ART] 
is Inl їчї 


(veja o $1), temos 


а ` uj 


(por serem « e 8 complementares, sabemos que cos a = sen 0). 


Observação 
O ángulo entre uma reta r e um plano т é definido como sendo o ângulo entre r e sua 


projeção ortogonal sobre т, salvo se т 1 п. Assim, se 0 é a medida em radianos desse ángulo. 


А T 
temos necessariamente 0 S 0 < —. 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 
1. Асһеа medida em radianos do ángulo entre 


r: X=(0,1.0)+A(-1,-1,0) e m:ytz—10-0 


1*) бето seu vértice. 


i£} 
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Resolução 


Como п =(0, 1, 1) é normal a r, eu =(—1, —1, 0) é paralelo a r, temos 


eno = PEEL 
ТАШ 2 

=. 

donde O = 6" 


Obtenha equações paramétricas da reta r, que passa pelo ponto P = (1, 1, 1), é paralela 


ao plano ri: x + 2y — 2 = 0, e forma com o plano пз: х — y + 22 = 1 um ángulo de rd. 
Resolucáo 
Tudo que precisamos é obter um vetor diretor U da reta r. Como há uma infinidade 


de vetores paralelos a r, esse problema é obviamente indeterminado !º), Seja u= (a, b, c). 
Como n, =(1,2, —1) é normala лү, temos: 


r/[m, €» Úm =0 => a+2b-c=0 (a) 
Por outro lado, sendo n» = (1, —1. 2) normal a Ta, vem 
A PR E MO LL qa RI u. T 
3 йїп, 2 a «b.c 6 


De (а), obtemos c = a + 2b. Substituindo em (£), elevando membro a membro ao quadrado 
e simplificando (faga!), obtemos b = O e portanto (por (a) novamente) a = c. Isso quer 
dizer que o conjunto solução do sistema das equações (а) e (8) é constituído de todos os ` 
vetores da forma (a, O, a). Observe que todos eles são paralelos e portanto qualquer um 
deles (não nulo) é um diretor de r. Escolhendo, por exemplo, a = 1. teremos = (1, 0. 1) 


e então 


x=1+A 
r у = 1 
= | +A 


Сот um grau de liberdade. 
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Observação 


Uma outra maneira de resolver é determinando o ponto Q = (х,у, z) interseção de 
r com T. Tente fazer assim. Vale а pena observar, que nesse caso, havendo um único ponto 
Q para cada reta r, somos obrigados a procurar três equações independentes nas incógnitas 
X, y, Z e obter assim um sistema determinado. 


$3 Ângulo entre planos 


A medida 8 do ángulo entre os 
planos т, e п, é a medida do ángulo 
entre duas retas r, e r;. respectiva- 
mente perpendiculares а T, e T. 


nl Th r2L Ta 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
l.  Achea medida 9 do ángulo entre os planos 
mix—ytz=20 e mxt+tytz=0 
Resolução 


n, =(1.—1, 1) é normal a 7, ; logo paralelo a гү. П, = (1, 1, 1) é normal a 73; logo para- 


lelo a r,. Entáo, como vimos no $ 1, 


Im, * ml IG, —1, 1) * (1,1, 1) | | 


0 = s =n = 
@ к К Т ПОЛО YE 3 


donde 0 = arc cos +. 


Ángulos 
Obtenha uma equação geral do plano 7, que contém a reta 
x—2y+2z=0 
3x— 5у + 72= 0 


e forma com о plano 7,:x + z = 0 um ángulo de 60 graus. 


Resolução 
Se 1 contém a reta r, sua equação é a da forma 
a(x — 2y + 2z) +В (3x — 5у + 72)=0 (02 +8? + 0) 


(veja o Capítulo 15, §4), ou seja, 


т: (a + 38)x — (2a + 5B)y + (20 + 78)z = 0 
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(5) 


e portanto П = (a + 38, — 2a — 50, 2a + 78) é um vetor normal a л. Sendo n, =(1. 0.1) 


normal a 7, , devemos ter 


n Eid 
erm In * nl 

cos 60º = — = 
In 1 ln] 


o que nos leva a 


[3a + 106 | 


М? V 9a? + 54o + 830? 


Quadrando membro a membro e simplificando. obtemos 
За? + 2208 + 398? = 0 
u A : 13 
Resolvendo esta equação de 29 grau em a, você obterá а = ^38 еа = — EN B. 


Substituindo em (5), obtemos duas soluções para o problema: T: y + z 
T:4x— lly+5Sz = 0. 


0 


e 
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$4 Ѕеті-еѕрасо 


Seja m:ax + by + cz + d=0 um plano. Queremos caracterizar algebricamente os semi- 
espaços S, e S, (abertos) determinados por т. Para isso, fixemos um ponto P E 7 e observemos 


que (veja a figura) 


S,ı={XEE| PX-d»0) e S=(XEE| PX: Е <0) 


onde n = (a, b, c) é normal а л. Isso se deve ao fato de que para os pontos de um semi-espaço, о 
А DY >, > 
ângulo entre РХ е п é agudo, e para os do outro, obtuso (é claro que para X Є л, tem-se 


PX 1 1). 
Sejam agora P = (хо, yo, zo) e X = (x, у, 2). De P € r, sabemos que 
axo + буо + czo9 * d- 0 (1) 
Assim, 
SU lu 
PX * n = (x — xo)a + (y — yo)b + (z — zo)c 
= ax + by + cz — (axo + буо + czo) 
(1) 
=ax+by+cz+d (1) 
Concluímos que os semi-espaços abertos S, e S; se caracterizam pelas inequações 
5, : ax+by+cz+d > 0 


S,: ax+by+cz+d <0 
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e os semi-espaços fechados!"'S, e S, se caracterizam pelas inequações 
S,:ax+by+cz+d 2 0 
S,:axtbytceztd < 0 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Verifique se os pontos А = (1, 2, 4) e B = (2, —1, —3) pertencem ao mesmo semi-espaço 
OU a semi-espaços opostos relativamente ao plano r: 2х — Зу — 2 = 0. 


Resolução 
Basta substituir as coordenadas de A e B no primeiro membro da equação de r: 
A:21-32-4=-8 «0 
В: 2.22- 3(-1) – (-3) =10>0 


Logo, A e B pertencem a semi-espaços o postos. 

2. Osplanosm,:2x -3y tz =0em:x-3y-z-2 = 0 determinam quatro diedros. Chame- 
mos I o diedro que contém Р = (1, 0, 0) e II o diedro que contém Q = (3,2, -1). Quais 
pontos der: Х = (1, 2, —2) + A(-1,1,1) pertencem a I e quais pertencem a II? 

Resolução 

Seja X um ponto genérico de r. Então, X = (1 — À 2 + X, —2 + A). Substituindo as 
coordenadas de P no primeiro membro da equação de 7,, obtemos 2.1 — 3.0+ 0 = 2>0. 
Substituindo no primeiro membro da equação r>, obtemos 1 — 3.0 — 0 — 2 =—1 <0. 


Então, ХЄІ se e somente se 


2(1 - Y-3(Q+1)+(22+A4)>0€e 1-2-3Q+»M-(-2+4)-2 <0 


(*) Isto é, incluindo o plano т. 
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isto é, 


xEl=>A<-F]eA>-1 


Como não existe À nas condições acima, nenhum ponto de r pertence a 1. 


Quanto a II: substituindo as coordenadas de Q nos primeiros membros das equações de 
т, e T, obtemos, respectivamente, 2.3 — 3.2 — 1=-1<0e3-32-(-1)-2=-4<0 


Então X € II se e somente se 
2(1-3)-3(2*3)*(-2* 3) X0 e 1-A-3(2*2)- (-2*4 3)-2«0 


isto é, 


xel=1>-5 e X>-1= 1>-1 


ou 
rN I= (X=(1-2,2+2, -2+A)|A > -1) 


que é uma semi-reta. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Ache o co-seno do ângulo entre as retas: 


5 1 Зх – 2у+ 16-0 
а) X=( 5,20) +A(5-,1,1) 


3x-z=0 
x= 3+A x=-2+4 
b) y=-2-A y= З+А 


z=./2 À z=-—5+./2 À 


Ángulos 


3 =3-z 2 =2+3 
c) 
= 1-у 2 Зх +у – 52=0 
d A = 
JARSE ріс 
2х + Зу – 82=1 


Ache а medida em radianos do ângulo entre a reta е o plano dados: 


x=0 
a) z=0 
y-z 
b) x=y=z z-0 
c) X=(0,0, D+A(-1,1,0) 3x+4y=0 
x=1+A 
d) + y=A xty—-z—1-^70 
z-—2AÀ 


xty=2 
| ; JE riyin 


x=1+2z 


Ache a medida em radianos do ângulo entre os planos: 
a) 2x+ty-z-1=0 x—y+3z-10=0 
b) X=(1,0,0)+1(1,0, 1) + 4-1, 0, 0) xtytz-0 


с) X=(0,0,0)+A(1,0,0)+4(1,1,1) Х=(1,0, 0) +А (1, 2, 0) + u (0, 1,0) 
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Ache a reta que intercepta as retas 


x=-1+5A 
coa o ym qu. A - 
iic iE шжу ЧЁ: y=1+3A 
z=A 


e forma ángulos congruentes com os eixos coordenados.. 


Ache a reta que passa pelo ponto P = (0, 2, 1) e que forma ángulos congruentes com as 
retas 


x=A x=1 x=1 
r y =2A s: y=2+3A t 4 y=2 
z=2) z=3 z=31 


Ache a reta que passa pelo ponto (1, —2, 3) e que forma ángulos de 45º e 60º respectiva- 
mente com o eixo dos x e dos y. | 


Ache uma reta que passa рог P = (1, 1, 1), intercepta a reta г: > =y=z e forma com 


ela um ángulo 0 com cos0 = zd. 


vs 


Ache um vetor diretor de uma reta paralela ao plano л: x + y + z = 0 e que forma 45 graus 
com o plano 7,:x — y =0. 


Calcule a medida dos ángulos entre a diagonal de um cubo e suas faces. 


=z+1 


Ache uma equação geral de um plano que contém a reta rf $ 1 e que forma ângulo 


y = VA — 

de 5 rd com o plano x + 2у — 32+ 2 = 0. : 
z А 3z- Хх = ] 

Obtenha uma equação geral do plano que contém a reta г: yd e forma com 


24/30 


s: X = (1, 1, 0) + A (3, 1, 1) um ángulo cuja medida em radianos é 0 = arc cos —— . 
Resolva novamente (usando ángulos agora) os exercícios: 
a) n9 11 do $2 do Capítulo 17 b) n9 5 do 83 do Capítulo 17. 


Releia o Exercício 28, Capítulo 16 $4. Qual dos dois planos encontrados intercepta o 
tetraedro OABC? 


A diagonal BC de um quadrado ABCD está contida na reta r: X = (1, 0, 0) + À (0, 1, 1). 
Conhecendo A - (1, 1, 0), determine os outros trés vértices. 


CAPÍTULO 19 


DISTÂNCIAS 


Neste capítulo está fixado um sistema ortogonal (O, z RE ) de coordenadas. 


$1  Distáncia de ponto a ponto 


. Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, sejam A =(x,, Y1, Z1) e B = (x2, Y2, 22). 
Então como já vimos no Capítulo 13, a distância entre A e B é 


d(A, B) - IBA I > Gu — X2, Yı — ya, 21 — 22) ll 


donde 


d(A,B) = V (х, — х)? + (y; — ya Y + (z, — 22) (0) 


EXERCICIO RESOLVIDO 


Prove (analiticamente) que o lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam de dois 
pontos A e B é um plano perpendicular ao segmento AB que passa pelo seu ponto médio (esse 
plano é chamado plano mediador do segmento AB). i 
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Resolução 


Sejam A = (х,, yi, Zi) e В = (x2, у», 22) e chamemos Q o lugar geométrico. Então 


X-(xy,z)€€ <= а(Х,А) = d(X,B) 
X€ Q => (x— xi)? + (y — yi)? +0-2)= (х — х)? + (y — у) + z 2)? 
XE0>x2-2x,x+tx?+y2-2y y + y? +22-22,2+2? 

= x2-2xx+x2 + y?—2y, y + y? +2?-22,2+ 22 


" X€ Q => 2(x, -X1)x +2(y2—y1)y + 22, -2,)2+x 1 + у? +22—х2— у%3— 22-0 


Logo, uma equação de Q é 
1 
G57x)x + (уз -Yy + 6 -n)2* > Gd +y? +22—х2—-у2—2у=0 


Ora, sendo A e B distintos, pelo menos uma das três diferenças x; - x4, y; - y, e z; - 2, é não 
nula, e portanto trata-se da equação geral de um plano. Além disso, vemos também que o vetor 
> P " i > — 7 

n = (X; - X1, Y2 - Y1 Z2 - 21) é normal a esse plano. Como n = AB, concluímos que o plano é 
perpendicular ao segmento AB. Resta ainda provar que © passa pelo ponto médio de AB. Seja então 


x, +X * Z, +2 
Me 4%. AA 42, 
o ponto médio. Substituindo suas coordenadas no primeiro membro da equação de £2, obtemos 
1 
> (x; — xi) Gà tx.) + > (ya - yi) (Yı t y2) 
2 


1 1 
t > G — zi) Gi +) + — Gd t y1 t 21 — x, — y. у2 — 22) 


1 2 "ЖЕР, ОЧ. ЖИ. БОГУ. Е. = 
== l3- x? +y) — ур +22 Mt ty, T 21, — X2 — yz — 22] = 0 


o que prova que M € 2. 
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82 Distância de ponto a reta 


Dados o ponto P e a reta r, para calcular a dis- 
táncia d(P, r) de P a r podemos achar M, projeção ortogo- 
nal de P sobre r, e calcular I PM I, que é a distáncia 
procurada. No entanto, o processo seguinte prescinde do 
conhecimento de M. Sejam A e B dois pontos quaisquer M 
der, A B. A área do triângulo ABP, como sabemos, é 


———— —— 


$=-у ТАВ ^ ABI 
Por outro lado (veja a figura) 


LAB | h 
2 A B 


Comparando, obtemos ПАВ À ABI = ABI h, donde 


d h IAP ^ AB Il 
= = 
@,r) ТАВ | 


— 
Como A e B são pontos arbitrários de r, podemos ver AB como um vetor diretor arbitrário de r. 
Então 


ПАВ AVI 
d(P,r) = — A (1) 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Calcule a distância do ponto P = (1, 1, —1) à reta 
х-у=і 


x+y-z=0 
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Resolução 


Como А = (-1, —2, —3) € r, Y = (1, 1, 2) é paralelo a r, e AP = (2, 3, 2), resulta 
imediatamente que 
1Q,3,2) ~ 0,,,2! M4,-2,-D4 yT4 
аФ,) =— A = = — 
NA, 1, 2) Y 6 2 
Obtenha uma equação vetorial da reta r, paralela à reta s: X = (1, 1, 0) + À (2, 1, 2), contida 


20 
no plano п: x— 4y + z = 0 e que dista E do ponto P = (1, 0, 1). 


Resolucáo 


Seja X = (x, y, z) um ponto genérico de r. Como r C п, temos X € 7 e portanto X 
satisfaz a equação de 7: 
x—4y+z=0 . (a) 


VE. 


O vetor Y = (2, 1, 2), que é paralelo a s, é um diretor de r. Entáo, sendo d(P,r) = 3, 


temos, por (1), que 


ХВ ^Q,121l 7 


IQ, 1,2) I 3 
Se vocé efetuar os cálculos, obterá 
5x? + 8y? +52? — 4xy — 8xz — 4у2 — 2x + 8y —22— 18-0 ; (8) 


Assim, X € г se e somente se X é solução do sistema das equações (a) e (8). Mas, de (a), 


segue que x = 4y — 2. Substituindo em (6) e simplificando, vem que 4у2—4у2+22 = 1, 


isto é, (2y — z)? - 1, donde 
2y-z-71l- ou 2y-z--1 


Obtivemos assim duas solugóes: 


x=4y-z x=4y-z 
г е г 
2y—z=-—1 
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Passando para a forma vetorial, obtemos finalmente 


r:X=(1,0,-1)+1(Q,1,2) e rX=(-1,0,1)+A(2,1,2) 


Observação 


As retas obtidas são as interseções do plano т com uma superfície cilíndrica, cuja equação 


é (8). 


Retos obtidas 


83 Distância de ponto a plano 


Dados um ponto P e um plano л, para achar a distância d(P,r) de P a л, podemos achar 
a projeção ortogonal M de P em r, e daí (Р, л) = 1 PM І. 


Eis um processo que evita achar M. Escolha um 
ponto A de 7 e projete ortogonalmente AP sobre um 
vetor n normala 7. A norma dessa projeção é a dis- Р 
táncia d(P, 7). Como 


EI 


dir MN) 
AP 
— 
¡>AP | = => T| = ——— ,, 
l projg AP p "i in 1? = 
resulta que 


AP en | (2) 
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Vejamos agora esta fórmula em coordenadas. Sejam P = (Xo, уо, 20) ёт: ax + by + cz+ d = 0. 
Então, n = (a, b, c) é normal a 7. Seja ainda A = (x,, yy, Zi) O ponto escolhido em т. Então 
— 

AP =(хо — X1, yo — уз, Zo — 21), donde 
2 
АР * n = a(xo — Xi) + b(yo — yi) + c(zo — zi) 


= ахо + буо + сто — (ax, + by, + cz;) = axo t byo tczo td 


onde a última igualdade se deve a que A € л, e portanto ax, + by, + cz, + d = 0. Substituindo 


em (2) (e lembrando que In ll = 4 /а2 + b? + c? ), obtemos 


` [axo + bye + czo +d | 


d(P, т) = Va: +ъ? + 2 (3) 


Note que o numerador se obtém substituindo, no primeiro membro da equação geral de 
T, X, Y € Z por Xo, Yo, Zo (coordenadas de P), respectivamente. 


Observação 
Outro procedimento simples para calcular d(P,r), independente de memorização de 


fórmulas: escolha três pontos não colineares A, B e C de 7, calcule o volume do tetraedro ABCP, e 
a área de sua base ABC. A partir daí, calcule a altura, que é a distância procurada. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Calcule a distância do ponto P =(1, 2, —1) ao plano z: 3x — 4y — 5z + 1 =0. 
Resolucáo 
Temos imediatamente 


13.1 -4.2-S(-1)+1 | 1 


МЭ +16 +25 V 50 


2. Calcule a distância de P=(1, 3, 4) ao plano 


d(P, п) = 


т: X=(1,0,0)+A(1,0,0)+u4(-1, 0, 3) 
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Resolução 
e Um vetor normala 7 é 
m =(1,0,0) ^ (-1,0,3)=(0,-3,0) 
€ Um ponto AEr é(1,0,0) 
— 
€ Assim, AP =(0,3,4)e por (2) 
em | (0, 3, 4). (0, -3, 0) | - 1-9 | 


аф, n) - ——— e 3 


Sejam P = (1, 0, 2) e r: x — y = x + 2z = x + z. Obtenha uma equação geral do plano т 
que contém r e dista 2 do ponto P. 


Resolucáo 
Ser C п, então m pertence ao feixe de planos por r. Como 
х-у=х + 22 у + 22=0 
X+2zZ=x +z z=0 


temos que uma equação geral de т será da forma o (y + 22) + 82 =0, ou 
ay +(2a+B)z=0 (y) 
Mas d(P, п) = 2; logo, por (3), 


la .0+(2a+8).2| _ 


VACA? 


donde |2a + 8| = y a? + (2a + py. Quadrando membro a membro e simplificando, 


obtemos a = 0 (B + 0), que em (y) fornece л: Bz = 0, ou seja, п: z=0 
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$4 Distância entre duas retas 


Dadas as retas r e s, sua distância d(r, s) é igual à distância entre os pontos A e B em que 


uma reta perpendicular comum a r e s as intercepta. 


Ocorre que se r e s são concorrentes, os pontos A e B coincidem; logo, d(r, s) = O nesse 
caso. Por outro lado, se r e s sáo paralelas, existem infinitas perpendiculares comuns e d(r, s) 
é igual à distância de qualquer ponto de uma das retas à outra. Vamos dedicar agora atenção 


especial ao caso em que res são reversas. 


Distância entre duas retas reversas 


Ч А > > > 22 
Sejam r e s duas retas reversas, paralelas respectivamente a u e a V (logo, u e V são LI). 


— 
Escolha um ponto P qualquer em r e um ponto Q qualquer em s. Projete o vetor QP sobre 
> o: А 3 2 TPP И 
“tor N=U AV, que é ortogonal a re a s. A norma dessa projeção é a distância entre r e s. 


Assim, como 


temos 
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- QP «7 
* 
proj? Q EJE 
— 
|QP -n | 
dlr, s) =— 4) 
(29) =] 
ОВ *V AVI 
d(r, s) =— R (5) 
Олу | 


Note que о segundo membro de (5) é o quociente entre o volume de um paralelepípedo 


e a área de sua base. Faça uma figura! 


Observações 


O processo acima aplica-se também quando r e s são concorrentes (pense a respeito disso), 
a a a > > ES 

mas não quando r e s são paralelas, pois neste caso u ^ v = 0. Dadas então duas retas 

quaisquer, o modo mais prático de proceder é o seguinte. 


e Verificar se W e Y são LI ou LD, calculando Ú AY. 

e Se dev são LD (r // s), tomar um ponto P qualquer de r e calcular d(P, s). 

e Se uev são LI, utilizar o processo acima. 

Outro procedimento bastante simples para se calcular d(r. s) que não exige memorização 
das fórmulas (4) e (5): determine o plano z que contém r e é paralelo a s. Escolha um 
ponto Q qualquer de s e calcule d(Q,'n). Novamente, falha se r // s (por qué?). 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 


Calcule a distáncia entre as retas 


г: Х=(—1,2,0)+А(1,3,]) e s: 
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Resolução 


a) vetor diretor de r: u -(1,3,1) 


> > > 
i j k 
vetor diretor des: V=| 3 0 —2 = (2,3, 3) 
0 | -1 
Como 
> > > 
i j k 
ES > 
u лу = 1 3 1 = (6, —1, —3) £ 0 
2 3 3 


Ч e V são LL 
Tomamos P=(-1, 2,0) Er e Q=(1,2,0)€s. 


— 
Entáo QP -(-2,0,0) e 


"m IQP -T V| 1(2,0,0)*(6,-1,-3) | 
^ lu AVI I (6, —1, —3) 1 
Logo, 
|-12] 12 


d(r,s)= 


Ve 46 


Dados o ponto Р = (1, 3, 21), o plano п: х +2 -2earetas: x —z-y t27z— x + 4, 


. obtenha equações paramétricas da reta r que passa por P, é paralela a т e dista 3 da reta s. 


Resolução 


Devemos achar um vetor U = (a, b, c) paralelo a rÜ) Sendo m = (1,0, 1) normal a 7 
e r// T, temos u en =0, istoé, 


atc=0 (a) 


Existe uma infinidade; obteremos um sistema indeterminado nas incógnitas a, b e c, com um grau de 
liberdade. 
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Vamos agora calcular d(r, s) usando (5). Para isso devemos supor que r não é paralela a s 
(veja observação no final do exercício). 


e Fazendo z = À nas equações de s, obtemos x=2 + À e y = 0. Logo, 


x=2+A 
S y=0 
z=0+A 


donde Q=(2,0,0) Es ev =(1,0,1)é paralelo a s. 


e P=(1,3,-1)€ r. Como QP -(-1,3, 1), temos: 


-1 3 =] 
QP -av= a b с = 3c— За 
1 0 1 
d j Kk 
eu^v- a b c = (6, с-а, — b) 
1 0 1 


Então lu ^ УЙ =,/ 2b? + (с a^. 
e Como (т, s) 73, aplicando (5) obtemos 


| Зе – За | Ea 
J 2b? + (c — a)? i (8) 


e De (a), temos а =—c. Substituindo em (f) vem que 


l6c| — 


урет 
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Elevando ao quadrado e simplificando, obtemos 2c? = b? + 2c? donde b = 0. Logo, 
todo vetor não nulo da forma U = (—c, O, c) é paralelo a r. Por exemplo u =(—1, 0, 1). 
Assim. a reta r tem equações paramétricas 


x=1-A 
y=3 
z=-1+A 


Observação 
Resta saber se existe uma solução r paralela a s. Tal reta teria equação vetorial 
X=(1,3,-1)+A(1,0,1). Verifique que esta reta não satisfaz às condições do problema. 
85 Distância entre reta e plano 


= > s —> n 
Consideremos uma reta r e um plano r. Sendo v um vetor diretor de re n um vetor normal 
a т, sua distância d(r, т) é calculada da seguinte forma: 


e se r (fi т, ou seja, se n *V = 0, então d(r,m)=0; 


e ser // m our C m, ou seja, sen * V = 0, então 
d(r,m) é a distância de um ponto qualquer de 
r a T. (Cuidado! Nào vá calcular a distáncia de 
um ponto qualquer de 7 a r! Todos os pontos de 


r estão a igual distância de m, mas os pontos de 
7 não estão todos à mesma distância de r). 


$6 Distância entre dois planos 


. „_ =} > "TS А 
Dados dois planos, пу e m2, com vetores normais n, e n,, sua distância d(m,, 74) pode 
ser calculada da seguinte maneira: 


. > > РЕ as РЕ 
e sem; Ñ т, ou seja, se n; e n, são LI, então d(m,, т) é igual a 0. 


" > > i T А S . 
e se T, // T2, OU Seja, se n, e n; são LD, então d(m,, m,) é a distância entre 7; e um ponto 
qualquer de т, (ou a distância entre п; e um ponto qualquer de r. ). 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Calcule a distância entre os pontos P e Q nos casos 


a) P=(0,-1,0) 


b) P=(-1,-3,4) 


Q=(-1,1,0) 


Q=(1,2,-8) 


Calcule a distância do ponto P à reta r nos casos 


a) P=(0,-1,0) 


b) P=(1,0,1) 


o) P=(1,-1,4) 


d) P=(-2,0,1) 


x=2z-1 


= 


y=z+1 


< 
II 


< 
II 
кә 
> 
| 
t 


X = (0, 0, 2) + ÀC 2,— , 1) 


х-3=-У = z— 2 


Calcule a distância do ponto P ao plano 7 nos casos 


a) P=(0,0,-6) 


T:X—2y—227—6 = 0 
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urPE 00% 
MEI | 
BIBLIO? iu 
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= 15 
b) P=(1,1,5) m:4x—6y+122+21=0 
j P=(9,2,-2) m:X=(0,-5,0) + MOS, 1) +u (1,0, 0) 
d) P=(0,0,0) T:2x— y *t2z— 3-0 
5. Calcule a distância entre os planos paralelos: 
а) 2x—- y+22+9=0 4х — 2y + 42 – 21-0 
x=2-A-—u 
` 5 
b) 1 y=u x+ytz= 
Z=A 
с) х+у+2=0 x+y+z+2=0 
6. Calcule a distância entre as retas 
x=z-1 3x— 22+3=0 
a) 
y =3z-2 y-z—2-0 
x=21+6A 
x+4 y  zt5 == 
b) q rc y =-5-4A 
2=2-A 
x=2-A 
x+y+z=0 
91 y=1*+A 2x—-y—170 
2= 


x+y=2 


NE que distam 3 do ponto A = (0, 2, 1). 


7. Acheospontosde r: | 


8. Ache os pontos de r:x — 1 = 2y =z que equidistam dos pontos A = (1, 1,0) e B=(0,1,1). 
Interprete geometricamente o resuitado. 
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10. 


12. 


13. 


Determine o ponto de л: 2x - y + z - 2=0 tal que a soma de suas distâncias a Pe Q 
seja mínima nos seguintes casos: 


a P=(2,1,0 e Q-(L-L-1) 
b)P=(2,1,0) e Q=(1,-1,2) 


c) P=(2,1,0) e Q=(0,1,1) 


Ache o ponto de л: x — Зу + 2z = 0 tal que o módulo da diferença entre suas distâncias a 
P e Q seja máximo nos seguintes casos: 


a) P=(3,0,2) е Q=(1,-1,3) 
b)P=(3,0,2) е Q=(-1,0,-1) 


с) Р=(3,0,2) е Q=(1,1,1) 


+ = 
Ache os pontos de [12212 que distam / = de s:x=y=z+1. 


Ache os pontos de r:x—1=2y=z que equidistam de 


x=2 
81: e 5: x=y=0 
z=0 
25 ; 2x — 2=3 
Obtenha uma equação vetorial da reta r paralela a s: Ver , concorrente com 


t: X=(-1,1, 1) + à (0, —1, 2), eque dista 1 do ponto P = (1,2, 1). 


Um quadrado ABCD tem a diagonal BD contida na reta r: b Е . Sabendo que 
A=(0,0,0), determine os vértices B, C e D. 


Obtenha equagóes do lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam de r, s e A. 
Interprete geometricamente. Dados: 


г:х=у=2 5:х-у=2=х+у А = (1,0, 1) 
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19. 


20. 


21. 


22. 
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Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam das retas 
x+y=1 
z=0 [729 

Descreva о lugar geométrico. 

Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam das três retas 
x=4 3x*ytz-0 

n: г, : r3: х-у=х+2= 1+2 

ytz=3 x-y—z=0 

Descreva o lugar geométrico. 


+ = 
Ache os pontos da reta r T q que distam V6 de 1:x—-2y-z-l. 


x=ytz 
Ache os pontos da reta r:x — 1 = 2у =z que equidistam dos planos 
m:2x—-3y—-42-3= 0 e п. :4х —3y - 223 = 0. 


Dé uma equação geral do plano п que contém a reta г:Х = (1,0, I) + A (1, 1, -1)e 
dista y/ 2 do ponto P = (1, 1, —1). 


As retas г, set determinam сот o plano п um tetraedro. Calcule a altura relativa à face 
situada no plano 7. Dados: 


` 


T:X+y—z+] = 0 rix=y=zt+] six—y = z+] = 0 
X—y—z = 1 
t: 
x = 0 


Dé uma equação geral do plano que passa pelos pontos Р =(1,1,—1) e О = (2, 1, 1) е 
que dista 1 da reta r : X = (1,0, 2) + À (1, 0, 2). 


Prove que todo plano que passa pelo ponto médio de um segmento PQ é equidistante de 
PeQ. Verifique se vale a recíproca. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


31. 
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Dé uma equação geral do plano que contém os pontos A = (1, 1, 1) e B = (0, 2, 1) e 
equidista dos pontos C=(2,3,0) e D=(0, 1, 2). 


Obtenha uma equação vetorial da reta t, paralela ao plano т: z = 0, que dista 3 dele, 
e é concorrente com as retas 


r:x = (1,-1,-1) + 1(1,2,4) 
x-y=1 
3y—2z+6 = 0 


Obtenha equaçóes do lugar geométrico dos pontos de E3 que equidistam dos planos 
m:xty-—-z=0, Tm :xX—y—z—2=0 e пз:х+у+2= 1. Descreva-o geometricamente. 


Dados os pontos: А = (—2, 0, 1), В = (0, 0, 1), С = (1, 1, D, D = (—2, 14, -2 e 
E = (1, 2, 2), mostre que eles são vértices de uma pirâmide de base quadrangular, convexa 
(veja o Exercício 1c do Capítulo 13), e calcule o volume dessa pirâmide. 


Obtenha equações do lugar geométrico dos pontos de E? cujás distâncias ao plano 
7; :2X — y t 22 — 6 =0 são os dobros de suas distâncias ao plano 7; : х + 2y — 22 + 3 =0. 
Descreva-o geometricamente. 


Dé equações gerais dos planos paralelos ao plano п determinado pelas retas ге 5, e que 
distam 2 de л. Dados: ` 


x*z- 5 
r: s:X = (4,1,1) + А(4, 2, 3) 
y=1 
Num tetraedro OABC, as arestas OA, OB e OC medem, respectivamente, 2, 3, e 4; e os 
ángulos AOB, BOC e CÓA medem respectivamente 30, 45 e 60 graus. Calcule o volume 
do tetraedro. 


Sugestão Adote um sistema de coordenadas conveniente. 
Considere os planos 1, :x —2y + 22 – 1 = 0 e п, : 4х + 3y=0. 
a) Obtenha equações gerais dos dois bissetores dos diedros determinados por 7, e 7, 


(lembrete: os bissetores constituem o lugar geométrico dos pontos equidistantes de 
m e 75). 
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32. 


33. 


35. 


36. 
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b) Confira o resultado obtido, mostrando que cada um dos planos encontrados contém 
areta пу N m, e forma ângulos congruentes com 7, e ma. 


c) Verifique que os bissetores sáo perpendiculares. 


Um dos ángulos diedros formados pelos planos z, e T, contém a origem. Dé uma 
equação geral do seu bissetor, dados т; :х + 2у – 22-1 =0е п, : 2х +y + 22+ 2 = 0. 


Sugestão Localize а origem em relação a п; е n3. 


Escreva uma equação geral do bissetor do diedro agudo formado pelos planos 
m:x—2y+32=0 e m,:2x+y-3z=0. 


Dé uma equação vetorial da reta r, contida no plano m:x + y = 0, que forma um ángulo 
де 30º como plano «:y —z=1 e dista 1 do eixo dos x. 


Calcule a distância entre os planos paralelos 
пі: ax+by+cz+d, = 0 e T): ax+by+cz+d, =0. 
Considere o tetraedro OABC onde O = (0, 0, 0), A =(1, 0, 0), В = (0, 2,0) e C = (0, O, 3). 


Ache uma equação geral do plano 7 paralelo à base ABC, distandó 3/7 dela, e que inter- 
cepta o tetraedro. 


CAPÍTULO 20 


MUDANÇA DE COORDENADAS 


Frequentemente, em problemas de Geometria Analítica, somos levados a passar de um 
sistema de coordenadas (O, E ; e, ез) adotado inicialmente para outro, (O', £ ; f, š E ), mais 
conveniente. Essa maior conveniência podê ser devida a vários fatores; por exemplo, se o primeiro 
sistema não for ortogonal pode surgir a necessidade de mudar para um sistema ortogonal; outras 
vezes, o objetivo é simplificar os cálculos algébricos, ou explorar melhor certas simetrias etc. 
Neste Capítulo, veremos como se alteram coordenadas de pontos e equações de lugares geomé- 
tricos, com a mudança de um sistema de coordenadas para outro. 


O problema central será sempre estabelecer relações entre as “antigas” e as “novas” 
coordenadas. 


$1 Mudança de Coordenadas em E? 


x > > > „сә > ES 

Seam 2, = (О, е, ex, ез) e 2, = (О, fi, fz, t) dois sistemas de coordenadas carte- 

sianas em ЕЗ, o primeiro referido daqui por diante como o “antigo”, o segundo como o “novo”. 

Utilizaremos x, y, z para indicar as coordenadas de um ponto X qualquer, relativamente ao 
sistema “antigo” e chamaremos (h, k, т) a tripla de coordenadas de O' em relação a ele: 


O'=(h,k,my 


(h,ke m) são as coordenadas da “nova” origem no sistema “antigo”). 
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Sendo F = d, bots) base, sabemos que se X é um ponto qualquer de E? existem u, v, w 
reais. determinados univocamente, tais que OX = uf, + vÈ + w fs. Reciprocamente, dados 
u. v. w reais, a igualdade anterior determina univocamente o ponto X. Se u, v, w variam em 
R. todo ponto X € E? é obtido desse modo. Em outros termos 


XE ЕЗ = X = Ouf, + vé, + wi, — (uv, w € R) (1) 
A equação (1), por analogia com os casos da reta e do plano estudados nos Capítulos 14 
> 
e 15, pode ser chamada “equação vetorial do espaço ЕЗ”. Nesse caso, os vetores f, Ê È , fazem 


o papel de “vetores diretores” de ЕЗ, enquanto que u, v, w atuam como “parâmetros”, do 
mesmo modo que A, 4 etc. nos casos da reta e do plano já citados. Assim, exatamente como foi 


feito lá, podemos obter de (1), equações de E? na “forma paramétrica”. 


Para isso, vamos supor que 
ra = (ап, ал, аз1)ь > f, = (ар, 422› a32)5 , f = (a13, 323, 833) 


> > > E 
onde E = (e,,€e,, ез). Então, de (1) segue que 


=h+ ази + av + asw 


= k + азо + азу + asw (2) 


2 =Ш + ази + азу + ass Ww 


Agora, observe que и, v, w, dados em (1) são exatamente as coordenadas de X em relação 
ao sistema 2, = (0, p [p fs) (lembre a definição dada no Capítulo 13) e portanto as equa- 
ções (2) são as relações procuradas entre as “antigas” e as “novas” coordenadas de X. Por essa 
razão são chamadas equações de mudança de coordenadas do sistema E, para o sistema È. 


Observação Sabemos que a matriz 
an аг dia 
M = а da da 


аз da 333 


Mudança de Coordenadas 239 


é a matriz de mudança da base E para a base F (recorde no Capítulo 7). As equações (2) podem 
ser escritas matricialmente: 


x—h u 
y-k = M v (3) 
z—m w 

donde se obtém 
u x—h 
у = М! y-k (4) 
w z—m 


As fórmulas (3) e (4) são as fórmulas (6) e (7) do Capítulo 7, aplicadas ao vetor OX. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1. Escreva as equações da mudança de coordenadas do sistema 2, para o sistema 2», 
x E 1 > > > > > 
onde, com a notação anterior, O = (1, 2, -05 А f =e, Ё, = ез, f = e, + 2e; — es. 
1 


Resoluçao 
> > > 
Pelos dados, vemos que f, =(1,0, 0), f, =(0, O, Dg, б -(1,2, -ly. 
Entáo, por (2) 
x=1+u+w 


2+2w 


< 
Ш 


z=-—1+v-w 


2. Tomando 2, e 2, como no exercício anterior, dé as coordenadas do ponto 
P=(2, 1, 3, no sistema У, e as coordenadas do ponto Q = (0, 1, -Dz, no 
sistema È}. 
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Resolução 


Para Q, basta aplicar diretamente as equações de mudança de coordenadas, fazendo 


aí u=0, v=1 e w =-l: 
x= 1+0-1=0 
у= 2-2= 0 
2=-1+1-(-1) = 1 


Logo, 


Q = (0,0, Dy. 


Quanto a P: ou fazemos, nas equações de mudança de coordenadas x 2, y=1 e z=-3 
e resolvemos o sistema obtido ou usamos (4). Faremos do primeiro modo, esperando que 


você faça do segundo: 


2=1+u+w 
1 = 2+2w : Sus 


—3 = -1+v-w 


substituindo na 18 equação, vem que 2 =1 + и— 1/2, donde u = 3/2. Substituindo 
na 32 equação, resulta que —3 =—1 + v + 1/2 donde v = —5/2. Logo, 


P = (3/2, —5/2, 112) 
2 


Tomando novamente 2, e Ў, como no Exercício 1, obtenha equações no sistema X>: 
a) do plano m:[x-3y+22-2 = 0]у, 
b) dareta r:[X = (1,1,2) + AG, 1, -2)]y. 


(o significado da notacáo é óbvio). 
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Resolução 


Como foi visto no Exercício 1, as equações da mudança de coordenadas de 2, para 
È, são 


a) Substituindo na equação de Tr, vem: 
l+u+tw-3(Q+2w)+2(-1+v-w)-2=0 
logo, 


nT:[u*2v- 7% —9 = ols 
2 


b) Substituindo nas equações de r: 


х= 1+3А Itutw=1+3A 
y=I+A 19) 2+2w = 1+A 
z= 2 – 2л 1 +v—w = 2 – 2А 


destas últimas vem que 
moa PENIS E Bons op 
и =—-+-—-А » Es JA >» M 227^ 
e portanto 


r:[U = (1/2, 5/2, -1/2) + A(S, —3, Dis, 


(onde U = (u,v, wa 


4. Escreva as equações da translação do sistema X, = (O, е, e, ез) para o ponto 
О’ = (h,k, ms - 
1 


$ 2 
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Resolução 


O termo translação é usado quando as bases E e F são iguais (f, =e, È =a, h =), 
havendo alteraçáo apenas quanto à origem. 
Entao, M é a matriz identidade, e as equa- 
ções (3) se reduzem nesse caso a (equações 
de translação) 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Sejam 2, =(0, É , e, ез) e E, =(О, TATATA) dois sistemas de coordenadas tais que 
f = е, É, = е, Б = е, е 0'= (1,0, 05, . 
Obtenha equações paramétricas da reta г: [X = (0, 0, 0) + A (0, 1, -Diz, no sistema 
25. 
Idem, sendo 
fi = e + ea, fa = е, 3 = 0, + 8, O'= (1, 1, Dy, E 
r: [X = (0,0,0) + A(0, 1,1)]у,. 


Seja z: 2x - y *z = 0). Obtenha uma equação geral de т nos sistemas 2, dos 
dois exercícios anteriores. 


Mudanças de coordenadas em E? 


Tudo o que foi dito no parágrafo anterior para E? (espaço) pode ser adaptado para E? 


(plano). A única diferença é que as bases de V? (conjunto dos vetores do plano) têm dois ao 


invés de três vetores, e portanto para pontos de E? temos apenas duas coordenadas. Sendo então 
> > >> 
2, =(O,e,, ex) e B= o fi, f2) dois sistemas de coordenadas em E?, com О = (h, E. 
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f, = (ап, az); € Ъ = (aj, a22)g, as equações de mudanças de coordenadas de E, рага 
>, são: 


= h+taguta,ayv 


(5) 


=ktagutanyv 


Querémos neste parágrafo considerar os casos particulares das translações e rotações em 
E?, que -serão utilizadas com frequência no próximo capítulo. Suporemos daqui por diante que 
todos os sistemas são ortogonais. 


a)  Translagáo 


> > > - 
Neste caso, temos f, =e, e $ =e,, e portanto M é a matriz identidade. As equações 
(5) ficam então 


(6) 


que são as equações da translação (compare com o 49 Exercício Resolvido do parágrafo 
anterior). 


« 


< 
-— 


o 


! 
| 
l 
ТӨТЕ: A 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
! 
Y 
c 


244 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


b) Rotação 
Neste caso, О’ = O e portanto h=k=0. 
Seja 0 a medida do ángulo de rotação (considerado positivo sempre o sentido 
> 
anti-horário) que transforma o sistema (O, e,, e;) 
E 
no sistema (0, f, EA Então: 


f, = (cos DEA + (sen 0) €, 


t, = (—sen 0) a + (cos 9) e, 


= ucos 6 — y sen 0 


‚ 0) 
= usenô + v cos 
Observação 
Resolvendo o sistema (7) nas incógnitas ue v, obtém-se 
х cos 0 + y sen 0 
(8) 


—x sen 0 + y cos 0 


(Note que a 22 coluna é a derivada da 14). 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Escreva as equações da rotação para os seguintes valores de 0: 


Z 2n 
a) T b — euet d 
) = = 5 


Resolução 


Substituindo o valor de 0 em (7), temos: 


А у 
X = ucosT — VSen T 
a) 
y = usen” + усоѕт : e 
и «4-—-— 1 X 
= —u 
* | 
I 
v 
v 
x =u соз 7 v sen — 
2 2 y=u 
b) 
= sen T + y cos — 
y 2 2 
e 
x= —V у а — — — — x 
у= о 
c) 


y= u sen (q) + v cos ( 7) 


| 
| 
| 
ne 
| 
| 
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£ T т 
х = ucos245 —vsen24 
d) 
= T Tr 
y = usen 2 t v cos 2 ç 
I v3 
a o add $ 


2. Sejam, em relação a um sistema de coordenadas 2, = (O, r- e;) em E?, P - (1, 2), 
r: X— 2y — 1 = 0 (equação geral de uma reta no plano, lembra-se?). Obtenha as coorde- 
nadas de Р e uma equação de r no sistema 25, obtido por uma rotação de 7/6 radianos. 


Resolucáo 
Por (8) temos: 
I r LE R 
u xcos c +ysen = э X toy 
s cun Л ra ER: E. 
v= xsen е + ycos є = 7X +75 y 
v3 l 
Substituindo xe y pelas coordenadas de P obtemos u = 5 +1, у= ES 3; 
logo / 


ЕЕ ДЈ (e УЗ), 


Para obter uma equação de г no sistema 2,, usamos (7) 


2 T r v3 1 
оста 5 A 

= T T |] y 3 
y NES =u +—— V 


Substituindo na equaçao dada, vem: 


sN a Su pacha se v — 1= 0 
2 2 2 2 
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donde 


3 
du > Du-G-*y3v-1 = 015, 


Observe que o termo independente da equação permanece inalterado. 


Faça uma rotação em E? de modo que a reta r: [x ty +3 = us fique paralela ao 
(novo) eixo das ordenadas. 


Resolução 


Devemos achar o ángulo de rotação. Para que r seja paralela ao eixo dos v, é necessário 
e suficiente que sua equação seja da forma ‘и = constante”, isto é, que o coeficiente de v 
seja nulo. Substituindo (7) na equação de r, temos: 


(u cos0 — vsenO) + (usen0 +vcos0) + 3 = 0 


ou 


(sen0 +cos0)u + (соѕ0 –ѕеп 0)v + 3 = 0 
A condição é, pois, 

cos0 = sen 0 (o) 
Então, qualquer 6 que satisfaça (a) serve aos nossos propósitos: O = A + nr, n inteiro. 
Escolhamos, por exemplo, 9 = +: a equação de r fica, nesse caso, аА 2,3) u+3=0, 


ou Seja, 


V2 u+3=0 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Faça uma rotação em E? de modo que as novas coordenadas do ponto Р = (4/3, 1) sejam 


(V3, 1. 


Faça uma translação em E? de modo que a reta г: x + Зу — 270 passe pela (nova) origem, 
sabendo que esta tem abscissa —1. 
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3. Faça uma rotação em E? de modo que a reta г: x + 2у + 1 = O fique paralela ao (novo) 
eixo das abscissas e esteja contida no 3º e 49 (novos) quadrantes. 


. f = > . + A . t 
4. Dado o sistema 2, = (O, еу, e>), seja C a circunferência de centro O e o raio r 20. Mostre 


que C, em qualquer sistema obtido por rotação de 2,, tem equação v? + v2 = r?. 


$3 Aplicação das translações e rotações de E? ao estudo da equação 
Ах? + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F = 0 


>> 
Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (O, i,j) em E?. Será de grande utilidade 
no próximo capítulo fazer algumas simplificações na equação 


Ax? + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F = 0 (9) 
Vamos analisar aqui dois problemas: 
(D Eliminar, por meio de uma translação, os termos de 10 grau. 


Consiste em descobrir o ponto (h, k) para o qual se deve transladar o sistema de modo 
que a equação (9) se transforme numa equação da forma 


Au? + Bu + Cv? *F-0 (10) 
Substituindo as equações de translação (6) em (9), obtemos: 
A(u +h)? ES +D(u+h)+E(v+k)+F = 0 
donde, efetuando os quadrados e ordenando em relação a ue v, vem: 
Au? + Buv + Cv? + (Bk +2Ah+ D)u + (2Ck +Bh+E)v+ Ah? +Bhk+Ck?+Dh+Ek+F = 0 (11) 
Então, devemos achar he k de modo que 
ВК + 2Аћ+р = 0 


(12) 
2Ck+Bh+E = 0 


Se о sistema (12) tiver solução, teremos resolvido nosso problema. Note que se o determinante 
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2C B 


for diferente de zero, o sistema (12) tem certamente solução (única). Se for nulo, podem existir 
infinitas soluções ou pode não existir nenhuma. Neste caso, é impossível "eliminar os termos de 
19 grau por meio de uma translação”. 


Observe agora a igualdade (11). Os coeficientes dos termos de 29 grau são os mesmos 
(A, B e C) que na equação (9). Translações não afetam, pois os termos de 2º grau !*). Além 
disso, chamando G (x, y) o 19 membro de (9), vemos que o termo independente de (11) é G (h. k). 
Essas considerações permitem ganhar tempo na obtenção de (11). 


(ID Eliminar, por meio de uma rotação, o termo misto de 20 grau. 


Consiste em descobrir um ângulo de rotação tal que a equação (9) se transforme, após 
a rotação, numa equação da forma 


A'u? +C'v2 +D'u+E'v+F' = 0 (13) 


Para levarmos isso a efeito, devemos preliminarmente observar o seguinte: após uma rotação 
de ângulo 0, a equação (9) se transforma em 


A'u? +B'uv+C'v2 +D'u+E'v+F' = 0 (14) 
onde: 
A' = А cos! 0 + É sen26 + C sen2 0 (a) 
B’ = (C— A)sen2 0 + B cos 2 0 (b) 
C' = Asen20 — = sen 20 + C cos? 0 (c) (15) 
D' = Dcos + Essen 0 (d) 
E’ = Ecos0 — D sen0 (e) 
F' =F (f) 


(*)  Dizemos que os coeficientes dos termos de 29 grau são invariantes por translação. 
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(prove isso). Observe que à semelhança das equações (8) 
podemos obter (d) e (e) da tabela de dupla entrada ao 
lado. Observe também que a última igualdade, (f), nos 
diz que rotações não afetam o termo independente O, 
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Mas. voltando ao nosso objetivo: para que (14) seja da forma (13), devemos ter B'=0, ou seja: 


(C— A)sen20 + Bcos20 = 0 


donde, sendo B = 0(**), concluímos que: 


(*) 
(**) 


se A=C, então cos 2 0-0 eportanto 0 pode ser + , donde por (a) e (c), 


l (A+B+C) е С'=--(А-В+ С); ой... e neste caso A'= 5 (А -В+0) e 


кы 
re 4 
C 


se AX C, então 


| (16) 


tg20 = ADE 


e qualquer 0 que satisfaça (16) serve aos nossos propósitos. 


Pode-se ainda demonstrar (é um bom exercício de trigonometria!) que, escolhido 0 
como acima, os coeficientes A' e C' são raízes da equação do 29 grau. 


(17) 


o que simplifica bastante a obtenção de (13) (veja o Exercício 4). 


O termo independente é invariante por rotações. 


Se B = 0, o que queríamos já está feito desde o início! 
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A decisão sobre qual das raízes é A” e qual é C’ depende da escolha do valor de 6, entre os 
muitos possíveis, e está vinculada à relação 


A — C 
cos 20 = ERA (18) 
UFPE Ç 
que se obtém facilmente de (15). MEI 
BIBLION 
EXERCICIOS RESOLVIDOS 
> > 
Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (O, i, j). 
1. Fazendo mudanças de coordenadas convenientes em E?, transforme a equação 
G(x, y) =9x? - 4y? — 18x — 16y-7=0 (o) 


numa equação da forma A'u? + C'y? + F' = 0. 


Resoluçao 


Devemos eliminar os termos de 19 grau da equação dada. Para isso, procedemos como 
vimos em (D. A translação 


x-uth 
y=vtk 
transforma (o) em 


9u? —4v? +(18h- 18)u+(-8k — 16)v+G(h,k) = 0 ($) 


onde G(h, k) =9h? — 4k? 18h — 16k — 7. Impondo que os coeficientes de u e v 
sejam nulos, temos: 


18 h-— 18 


II 
о 


—8k- 16 


H 
o 
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Substituindo em (8), obtemos 


Observação 


Quando a equação dada não apresenta o termo xy, pode-se resolver também comple- 


tando quadrados. 
9x? — 18x = 9(x?^-2x) = 9[(x-1)2-1] = Mx-1? — 9 
-4y? — 16y = —4(y? + 4y) = —4 [(y + 2? —4] = —4(y + 2}? +16 
Substituindo em (a), obtemos 
9(х – 1)? – 4(у + 2) = 0 
e agora basta fazer и = x— 1 е у= у+2. 
Idem para а equação 


G(x, y) = 4x? — 24xy + 11y? + 56x — 58y +95 = 0 @ 


Resolução 


Aqui vamos inicialmente fazer uma translação para eliminar os termos de 10 grau e 
após isso fazer uma rotação para eliminar o termo misto do 20 grau. 


x = uth 
a) Translação: 
у= v+k 


Substituindo em (y), obtemos 
4u? — 24uv+ 11 v? t (C24k +8h+56)u + (22k — 24h-58)v+G(h,k)=0 (6) 
onde G(h,k) = 4h?— 24hk + 11k? + 56h — 58k + 95. Queremos que 
—24k + 8h+56=0 


22k — 24h— 58 = 0 
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Resolvendo o sistema, encontramos h = —2/5, k = 11/5 e portanto, de (6), vem 


4u? — 24uv+ 11v? +20 = 0 
b) Rotação: conforme vimos, A'e С” são raízes da equação (17) 
4-A —12 
-12 11—AÀ 
ou seja A? — 15A — 100 = 0. Logo, A'=20 e C'=-5 ou A'=-S e С'= 20. 


Como, por (16) e (18), 


24 
tg 20 = 7 e xc uiu u> 


о caso A'=20 e C' 2—5 corresponde à escolha de 20 no 39 quadrante e o outro corres- 


ponde à escolha de 20 no 19 quadrante. Supondo 0 < 20 X2 e lembrando que F' = 20 
(rotações não afetam o termo independente), temos duas possíveis soluções: 


201? — Sw? +20 = 0, para r <2#< 31 9 =< «т. 


512 + 202 + 20= 0, para O < 20 ка E <> 


onde t indica a abscissa e w a ordenada no novo sistema. 
Idem para a equação 
G(x, у) = 16x? — 24xy + 9y? — 85x — 30у + 175 = 0 (о) 
Resolução 
Procedemos como no exercício anterior. 
x= uth 


a) Translagáo 
у= v+k 
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Substituindo em (a) e anulando os coeficientes dos termos de 19 grau, obtemos o 
sistema 


—24k + 32h— 85 = 0 
18k — 24h— 30 = 0 


que é incompatível. Logo, não existe translação que elimine os termos de 19 grau. 


b) Rotação. Sabemos que A'e C' são raízes de 


16— X -12 


ou seja X - 25А = 0. Escolhamos A' = 0,C'= 25. Sabemos ainda que F' = 175. Então. 
após a rotação, a equação (a) ficará 


Ou? 425v? +D'u +E'v+175 = 0 (6) 


Devemos então calcular D'e E’. De (16) e (18), temos 


Logo, 20 é do 29 quadrante e podemos escolher 9 no 19 quadrante (sen 0 2 0, 
cos 9 >0). Sendo 


cos? 0 + sen? 8 =1 


cos? 8 —sen? 0 = —7[250? 


(*) Pois cos20 = cos? 0 — sen? 6. 
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vem, somando e subtraindo membro a membro, que 


dendi sas. 


9 
29 =P. 
cos“ 6 = ° 25 


donde ѕепӨ = i e cos 0 -—. Agora, de (15), vem: 


D' = -85. 5 — 30. $ = —75 


Substituindo em (£), obtemos 25v? - 75u + 50v + 175=0 ou seja Y -3u+2v+7=0 
Logo, não foi possível chegar à forma pedida. De qualquer modo, a equação foi sim- 


plificada. 


Podemos simplificá-la ainda mais, completando quadrados: 2 + 2v=(v+IP - 1 
e substituindo na equação obtida. Resulta (v + IP -1-3u+7=0,ou seja, 
(у + 1) - 3(u -2)=0. Pondo t= u - 2,w=v+ 1, chegamos a w? -3t=0. 


Observe que esta última mudança de variáveis corresponde a uma translação, sendo 
h=2 e k=-1. 


Observação 


Se tivéssemos escolhido A! = 25 e C'= 0, teríamos cos 20 = X e então 20 


seria do 4º quadrante. Resolva deste modo: supondo O < 0 < 217, você vai obter 
cos 8 =-2, sen 0 -ie chegar a 25u? + 500 + 75у + 175 = Oou seja u? + 20 + 3v + 
7 =0. Agora complete quadrados para obter uma equação da forma t? + 3w = 0. 


4. Idem para a equação G(x, y) = 8x? —2xy + 8y? — 46x — 10y +11 = 0. 


Resolucáo 


a) Translação (x = u+h, y = v+k) 


8h- k=23 
Obtemos 


—8h + 64k = 40 
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donde h=3 e k=1. Como G(h,k) = G(3,1) = —63, a equação fica 
8u? — 2uv + 82—63 = 0 


b) Rotação. Como А =C, tomemos 0 = PE - Nesse caso, 


A'=- (A+B+C) == = 7 
"ad. L 18 _ 
C=- (A-B+O =— 9 
F'= —63 
A equação obtida é, portanto, 
702 + 94? — 63 = 0 
EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0,2,5). 


Demonstre as relações (15). 


Demonstre (18). 


Aplique os métodos deste capítulo às seguintes equações: 
a) 4x?+y?+8x- 10y+13 = 0 

b) 4x? – 3y? + 24x — 12y + 17 = 0 

с) 4x? y + 12x + 40у + 29 = 0 

d) y? – 4х+10у +13 = 0 

е) x? – 6x— 5у+14 = 0 


* 


f) .x? 2v? - 4x —4y— 1 = 0 


a) 


b) 


c) 


d) 
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4х? — 12xy + 9y? - 84/13 x- 144/13 y + 117 = 0 


3x – 2ху + 3у2+24/2 x — 6/2y+2=0 


6x? — 4xy + 9y? —20x— 10у – 5 = 0 

12x? + 8ху — 3y? + 64х + 30у = 0 

2x? — 4ху — y? — 4х — 8y + 14 = 0 

13x? + бху + 21у? + 34х — 114у +73 = 0 

2x? — 12ху + 7y? + 8х + 20у – 14 = 0 

7х? + бху – y? – 2х – 10у – 9 = 0 

25x? + 20ху + 4y? + 30x + 12у – 20 = 0 

4х2 — 4ху +y? - 84/5 x- 16/5 y = 0 

Prove que os números А + C e B? — 4AC são invariantes por rotações (isto é, 
se (9) é transformada em (14) por meio de uma rotação, então A'+C'=A+C e 
B^ — 4A'C' =B? – 4AC). 

Mostre que as raízes A, e A de (17) são reais, quaisquer que sejam A, B e C. 
Mostre também que elas são iguais somente quando А =C e B=0, caso em que 


À, = А = А = С. Conclua que se A? + B? + C? 5 0 não pode ser A, = \, = O. 


I E B? — 4AC 
Mostre que À + C é a soma das raízes de (17)e — == £ é o produto delas. 


Conclua que A' e C' são raízes de (17), escolhido 0 de modo a eliminar-se o termo misto. 


Prove que os números А + C e B? — 4AC são invariantes por uma mudança de coorde- 
nadas da forma 


x = h+ucosó-— v senó 


y = k+usenó + v cos 0 


Sugestão A mudança acima pode ser interpretada como uma translação seguida de uma 
rotação (roto-translação). 


CAPÍTULO 21 


CÔNICAS 


81 Elips, hipérbole, parábola (forma reduzida) 


A)  Elipse 
e Definição 


Consideremos num plano 7 dois pontos F, e F,, distantes 2c > 0 entre si. Seja 
a > c. Ao conjunto dos pontos P € r tais que 


d(P,F,)+d(P,F,) = 2a (1) 
se dá o nome de elipse. 


e Equação na forma reduzida 


Tomando um sistema ortogonal 


como mostra a figura, a igualdade (1) 
fica, para P = (x, y), 
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V(x-)+y2 + J(xtc ty? = 2a 


A/(x+c)2+y2 = 2a — V(x— с? + y? 
Elevando ao quadrado e simplificando resulta 


ауу (х – <? +у? = а? – сх 


Elevando novamente ao quadrado е simplificando resulta 
(a? КИ с2) х2 + a?y? = a? (a? ИК с2) 


Сото а? — c? £ 0 (na verdade a? — c? > 0 porque a > c > 0), 


Seja b= a? – c? . Então 0 <b <a е 


а? = 02 + e? 


Logo (2) se escreve 
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(2) 


(3) 


(4) 


Portanto se P = (x, y) pertence à elipse, x e y satisfazem (4). Reciprocamente, se 


(x, y) verifica (4) então P = (х, y) é ponto da elipse (experimente provar isto). 


e Esboço 


Como (4) só apresenta xe y elevados a expoentes pares, a curva é simétrica em relação 


aos eixos coordenados, e portanto em relação à origem (se um ponto (р, q) satisfaz (4). 


os pontos (—p, q), (р, —q) e (р. —q) também a satisfazem). Além disso. de (4) con- 


cluímos facilmente que para todo ponto Р = (x, y) da elipse, vale 
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x < | -а < x Sa 
a 
e 
y 
У <1 -b Sy <b 


isto é, a elipse está contida no retângulo mostrado na figura. 


Achemos as interseções da elipse com os eixos coordenados. 
Com Ox: fazendo y = 0, vem x= t a, logo elas sáo 
A, = (-a,0), А, = (а, 0); 
сот ОҮ: fazendo х = 0, vem у = tb, logo elas são 
B, = (0, —b), В, = (0, b) 


s ; T b 
Graças à simetria, podemos restringir-nos ao 19 quadrante, onde y = a va? =x, 


0 €x <a. Atribuindo valores а x entre O e a e calculando y, obtemos o esboço 
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Atenção Se você adotar um sistema ortogonal em que F, e F, estão no eixo Oy, 
como mostra à figura ao lado, então (1) 


fornecerá, de modo análogo, a seguinte 
equação 


Dispondo os eixos como é tradicional (Ox horizontal, Oy vertical),o esboço da elipse 
toma o aspecto seguinte 


y 
Az 
N x а? = b2 + с? 
Bi Ba 
Ai 
y? х2 у? 
Assim, a elipse x? tar = 1 tem focos no eixo Oy, ea elipse —— t = ] tem 
focos no eixo Ox. 
Nomes 
F,,F,; : focos 
2c š distância focal 
А, А» : eixo maior 
B, В, ; еіхо тепог 
о : centro 
Ar, A,,B,,B, А vértices 


F,F, š segmento focal 
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EXERCÍCIO RESOLVIDO 
>> 
Está fixado um sistema ortogonal (0, 1, J). 
Escreva a equação e esboce o gráfico da elipse 
a)  defocos Е, =(—4,0), Е, =(4, 0) ееіхо maior medindo 12; 
b) defocos Е, = (0, 3), Е, =(0, 3) eeixo menor medindo 8. 
Resolução 
a) Temos 22=12 e 2c= 4-(-4), logo a=6 e c=4. Dar b? =а? — c? = 20. 
Como os focos estão em Ox, usamos (4): y 
2 2 
Lt A 
36 20 X 
b) Temos 2b-8 e 2c = 3 — (—3) = 6. logo b =4 e c = 3. De a? = b? + c? vem 
a? = 4? + 3? = 25. Como os focos estão no eixo Oy, usamos (5): 
2 2 
x + cy =1 
16 25 
B)  Hipérbole 
e Definição 


Consideremos num plano п dois pontos F, e F,, distantes 2с > 0 entre si. 
Seja 0 < a < c 


Ao conjunto dos pontos P € m tais que 
Id (B,F,) — d(P,F,)| = 2а (6) 


se dá o nome de hipérbole. 
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e Equação na forma reduzida | y 


Tomando um sistema ortogo- 
nal como mostra a figura, da mesma 
forma como no caso da elipse, X 
chega-se a que P = (x, y) está na Fi o F2 
hipérbole se e somente se 


Pondo b -4/c?—a? temos O<b<c е 
c? =a? +b? (7) 


A equação fica 


(8) 


e Esboço 


Como (8) só apresenta expoentes pares, concluímos (como no caso da elipse) que a 
hipérbole é simétrica em relação aos eixos coordenados e portanto em relação à origem. 
Além disso, de (8) concluímos que se Р = (x, y) é um ponto qualquer da hipérbole, 
então 


x? y? 
= 1 +—— > 1 X2a ou х<-а 
a2 b2 


Iso quer dizer que a curva não 
entra na faixa vertical indicada na 
figura ao lado. Assim o eixo Oy não a 
intercepta, enquanto que o eixo Ox 
a intercepta nos pontos À, =(-a,0) 
e Az = (a, 0) (verifique). Graças, 
á simetria, podemos restingir-nos 
ao primeiro quadrante, e aí y= 
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Atribuindo valores a X e calculando y obtemos o esboço seguinte, onde as retas 


b b Е ; v 
DP UN E Ry n sáo assíntotas à hipérbole. 


с?=а?+Ь? 
Atenção Se você adotar um sistema 
ortogonal em que F, e F, estão no 
eixo Oy como na figura ao lado, então 
de (6) obterá 


(9) 


Dispondo os eixos como é tradicional (Ox horizontal, Oy vertical), o esboço da hipérbole 


toma o seguinte aspecto: 
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x? 


2 
Assim, x? — y? = 1 representa uma hipérbole com focos em Ox е rs + = ] 


representa uma hipérbole com focos em Оу. 


e Nomes 
F,, F; : focos 
2c : ' distância focal 
A, А, i eixo transverso 
B, В, eixo conjugado 
о : centro 
Ar, Az : vértices 
F, F; ; segmento focal 
res i assíntotas 


EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Está fixado um sistema ortogonal (0, 1, 3). 
Ache as equações da hipérbole e das suas assíntotas, conhecendo 
| a) osfocosF,=(-./13, 0), F,=(/13, 0) e a medida do eixo transverso, 6; 


b) um foco F, = (0, - y 11), a distância focal 24/11, e a medida do eixo conjugado 
27 (F, no eixo Oy). 


Resolução 


a) Temos 2a=6 e 2c = 24/13, logo a=3 e c=y/13. Dar b? = с? — а? =4. Como 
os focos estão em Ox, usamos (8): 


N 


x) y 
4 


=] 


© 


As assíntotas têm equações 


Aa e ys-x 
y 3 y 
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b) Temos 2b=2y/7, 2e=2wy 11 .. b=7, c=. TT. 
Daí a? = c? — b? =4. Como os focos estão em Oy, usaremos (9): 


x? 


73 


2 
o | 
4 


As assíntotas têm equações 


C) Parábola 


e Definição 


Consideremos num plano 7 um ponto F e uma reta r, F É r, fixos. Ao conjunto 
dos pontos de т equidistantes de F e r se dá o nome de parábola. 


e Equação 


Tomemos um sistema ortogonal 
como se mostra na figura. Seja 
2p=d(F,r). Nesse caso, 


F=(p,0) 


т: X=—p .. x+p=0 


Е 


Então Р = (x, y) está na parábola se e somente se d (Р, Е) = d (Р, г), isto é, 


Veni cux pL. 
(x-p) + y АЛТ +0? 


que é equivalente a (elevando ao quadrado e simplificando) 


(10) 


e Esboço 


mos 


obter o esboço ao lado, onde O é o ponto 
médio de HF. 
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Faça uma análise semelhante à que fize- 
nos casos da elipse e da hipérbole para 


, 


e Nomes ү 
Е foco i 
r diretriz | 
2р : parâmetro | | 
reta por Fe perpendiculara r : eixo (de simetria) 
V (ponto médio de HF) : vértice 


Atenção Escolhendo-se outros sistemas de coordenadas, é claro que a equação da parábola 


muda. Eis alguns casos. 


y f 


P P 
P p 
IX =p I:y = -p r:y =p 
dm A (11) =— x? —Ó (131 
y px y 735 (12) y 4p n 
Observação 


O método utilizado para chegar aos esboços da elipse, da hipérbole e da paràbo:s. š 


precário e incompleto. Por exemplo, no caso da elipse, mesmo que você atribua “muitos” 
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valores a x, você somente obterá um número finito de pontos. Ao ligá-los, que critério 
adotar para decidir qual das figuras abaixo é a mais razoável? 


É bom que você saiba que as técnicas algébricas de que dispomos não são suficientes 
para decidir isso. É necessário recorrer ao Cálculo Diferencial, onde se aprendem técnicas 
mais sofisticadas e eficientes para esboçar gráficos de certas funções. 

EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
Está fixado um sistema ortogonal (0, 1, 3). 
1. Escreva a equação reduzida da elipse, dados 
d) osfocos(* 5, 0) e dois vértices (+ 13, 0); 
Y) оѕ Ёосоѕ (0, + б)е a=17; 


m гы с = 
c) dois vértices (+ 5, 0) е a excentricidade е =— , onde е = a Os focos estáo no 


eixo Ox; 
d) os focos (+1, 0), o semi-eixo menor medindo 4/2 ; 


e) as extremidades do eixo menor (0, + 4), e o comprimento L = š da corda perpendicular 


ao eixo maior da elipse e que passa por um dos focos; 
f) osfocos (0, + 2/3), L=2, L como no item anterior; 


g) o centro (0, 0), um dos focos (0, — 4/40), e um ponto (/5, ii) da elipse. 
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Para as elipses dadas, determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = _; ). Faça um 
esboço. 
p 16x? + 25у? = 400 
b) x? +9y?= 9 
с) 2x? + y? = 50 
Ж) 3x! + 4y2 = 12 


Escreva a equação reduzida da elipse que tem centro na origem, focos num dos eixos coorde- 
nados, e passa por À e B. I 


DA=(32) 5 B-(L4 
bA-(52 , В = (2,4) 


Ache os vértices e a área de um quadrado com lados paralelos aos eixos, inscrito na elipse 
9x? + 16y? = 100. 


Obtenha equações das elipses cujos focos e medida do semi-eixo maior são dados. 


а) (-3,2),(-3,6), a 


"I 
+ 


I 
w 


b) (—1,—1), (1,1), a = 
c) (0,0) , (1,1),a = 3 


Sugestão Ё mais cómodo resolver usando a definição de elipse, mas é mais instrutivo usar 
translações e rotações. 


Determine os vértices, os focos, a excentricidade (e = ©) e as assíntotas das hipérboles 
Е а 
dadas а seguir. Faça um esboço. 
` 


J) 25x? — 144y? = 3600 


b) 16x2 — 25y2 = 400 
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c) у2 x? = 16 
d) 9y? — 4x? = 36 


е) 3х2 —y2 = 3 


Escreva a equação reduzida da hipérbole, dados 

Á) os vértices (£ 2, 0), e os focos (+3, 0); 

b) os vértices (+ 15, 0), e asassíntotas 5y = t4x; 
c) b = 4, asassíntotas 2y = + Зх (focos no eixo Oy); 
d) osfocos (+5, 0), easassíntotas 2у = £ x; 


e) asassíntotas y - tx, e um ponto da hipérbole, (5, 9); 


2 


f) os focos (t 5, 0), e o comprimento L = 5 


F, Е,. 


da corda por um dos focos, perpendicular a 


Obtenha equações das hipérboles, dados os focos e a. 


a) (3, —3) ‚ DD , а= 3 


Ш 
— 


b) (3, 4) 205-2. a 
Veja a sugestão do Exercício 5. 


Determine os focos, os vértices e as diretrizes, das parábolas dadas a seguir. Faça um 


esboço. 
а) у? = 6x b)y?*28x = 0 с) x? +40y = 0 
d)5y? = 12x e) 2x? =7y f) 7х2 = 15у 


Escreva as equações reduzidas das parábolas com vértice na origem, dados 


а) o foco (8, 0): 


b) a dirétriz y = 2; 
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82 


3) 


4) 


(e) o eixo de simetria Ox e um ponto da parábola, (5,10): 
d) dois pontos da parábola, (6, 18) e (—6, 18); 
e) um ponto da diretriz, (4, 7), e o eixo de simetria Ox. 


Ache as equações das parábolas de focos e diretrizes dados abaixo. 


а) (2,3 , x = 0 
b (3,1) , y+3 = 0 
с) (4, -2) , 2x+y=3 


Veja a sugestão do Exercício 5. 


Cônicas (caso geral) 
Definição Dado num plano 7 um sistema ortogonal de coordenadas, e dada a equação 
G(x, y) = Ax? + Вху + C? +Dx+Ey+F = 0 (14) 


com A? + B? + C? £ 0, chama-se cônica ao conjunto dos pontos P = (x, y) de z tais que 
(14) se verifica. 


Exemplos de cônicas 

O conjunto vazio: С (x,y) = x? +y? +] = 0 

Um ponto: G (x, y) = x? +y? = 0 

Uma reta:G (x, у) = (x+y)? = x?+2xy+ y? = 0 


Reunião de duas retas paralelas: 


G(x, y) = (x+y) (х+у+1) = х2 +2ху+у2 +х+у = 0 
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5) Reunião de duas retas concorrentes: G (x, y) = (x+y)(x— у) = х2—у? = 0 
6 Elipse: С (х,у) = x?+2y?-—1=0 
7) Hipérbole: G (x, y) = x-y?—1 = 0 
8) Parábola: G (x,y) = x-y2 = 0 
9) Circunferência: G (x, y) = x? +y2 — 1 = 0 
Provaremos no $ 3 que estes nove casos esgotam as possibilidades. Nos exemplos acima 


não há nenhuma dificuldade em se reconhecer a cônica, a partir de sua equação. Já não se pode 
dizer o mesmo dos seguintes: 


35x? — 2xy + 35y? — 34x — 34у — 289 = 0 (elipse) 
3x? + 12xy + 8y? — 18x — 28y + 11 =0 (hipérbole) 
4x? — Axy + y? — 2х+у+15 = 0 (vazio) 


Neste parágrafo o nosso objetivo é reconhecer a cónica e esboçar seu gráfico, conhecida 
sua equação. 5 


Roteiro 


1) Procure eliminar por meio de uma translação os termos de 19 grau. Proceda como indi- 
cado em (D, no $3, capítulo anterior. O(s) ponto(s) (h, k) lá indicado(s) se chama(m) 
centro(s) (de simetria) da cônica! °). 


2)  Admitindo que isso possa ser feito, procure eliminar o termo em uv através de uma 
rotação, como se indica em (II), $3, Capítulo 20. Chega-se a uma equação da forma 
A't? + C'w? + F' = 0, e daré fácil o reconhecimento!” *). 


(*) Esse nome advém do fato seguinte: se P está na cónica, também está o seu simétrico em relação ao centro. 
Basta observar a equação da cônica, quando se translada o sistema inicial: Au? + Buy + Cv? + F' 2 0. 
Se (u, vi a satisfaz, então (—u, —v) também a satisfaz. Observé que'as parábolas são as únicas cônicas 
que nào tém centro (apesar de terem um eixo de simetria). Elipses, hipérboles, circunferéncias, pontos 
e reunióes de duas retas concorrentes possuem centro ünico. Retas, reunióes de duas retas paralelas e 


vazio tém infinitos centros. 


(**) Note que esta última equação só apresenta expoentes pares para t e w, e portanto, como já comen- 
tamos no 81, ela descreve um conjunto simétrico em relação aos eixos Ote Ow. Eis aí o significado 


geométrico do processo. 
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3) Se não pudermos eliminar os termos de 19 grau, paciência. Efetuamos uma rotação para 
eliminarmos o termo em xy. 


Observação 


Foi visto, no Exercício 4 do $3 do capítulo anterior, que В? — 4AC = —4A'C' (pois aqui 
B' = 0). Usando este fato, não é difícil tirar as seguintes conclusões, que ajudam a conferir resulta- 
dos (daremos mais detalhes no próximo parágrafo). 


e Se B?-4AC<O, a cónica só pode ser: vazio, ponto, circunferência ou elipse. 


e Se, B? — 4AC = 0, a cónica só pode ser: reta, reunião de duas retas paralelas, parábola, ou 
vazio. 


e. Se B? — 4AC 20, trata-se necessariamente de reunião de duas retas concorrentes, ou de 


hipérbole. 


Por causa disso, dizemos que a equação (14) é de ripo elíptico quando B? — 4AC <0, 
de ripo parabólico quando B? — 4AC = O, e de ripo hiperbólico quando B? — 4AC > 0. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Está fixado um sistema ortogonal (0, d. 3). 
1)  Esbogar o gráfico da cónica de equação 


G (х,у) = 4x? - 4xy+7y?+12x+6y-9=0 


Resolução 


e B? — ДАС = 16 — 447 « 0 (tipo elíptico). As possibilidades são: vazio, ponto, 
circunferência, elipse. 


e Fazendo x=uth, y - vt k, e substituindo na equação, obteremos 


4u? + 4uv+7v? +(8h — 4k + 12)u + (-4h+14k+6)v+G(h,k) = 0 
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Izualando os coeficientes de ue v а O resulta 
8h — 4k = —12 
—4h + ldk = — 6 
de onde resulta h= —2, k = —1. 


A equação no novo sistema fica 


402 — 4uv + 7/2 — 24 = 0 


Vamos agora eliminar o termo uv. 


v 
w 
A эй `. t 
Sendo tg 20 771—7 => ` | 
| 1 
podemos escolher 20 no 19 quadrante. NI + 
1/8,: 
A, 
> IL -1- >u 
0 =0 


Calculamos A'e C', que são raízes de 


Resolvendo, encontramos A = 3 e À = 8. Para decidir quem é A' e quem é e 
observe que (fórmula (20) do Capítulo 20) 


cos 20 s 2422. = 


Como cos 20 > 0, resulta А'- С <0 /. A'«C'. 


Logo A' = 3, C'= 8. A equação final é (lembre-se que o termo independente F ' não 
se altera por rotação) 3t? + 8w? — 24= 0, ou seja 


É uma elipse. Eis o esboço procurado: 


L KE eee meme eee re ar aa 


2) 
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Idem para G (x, y) = x? — 2xy + y? - 2x - 2y +1 = 0. 


Resolução 


e В2 _4АС= 4-4= O (tipo parabólico). As possibilidades são: reta, reunião de duas 
retas paralelas, parábola, ou vazio. 


e Tentemos a eliminação dos termos de 10 grau: 
Fazendo x = u+h, y = v+k, resulta 
u? — 2uv +  * (C2k *2h - 2)u+(2k — 2h— 2)v+G (h,k) = 0 


Igualando os coeficientes de ue v a zero, resulta 


" 
N ы 


od 
2k — 2h 


claramente incompatível. Logo não existe centro, o que nos dá a certeza de que se trata 
de uma parábola. 


À E T " t ; 
e Vamos à rotação. Como A = C, tomemos 0 =: Como vimos no Capítulo 20, temos: 
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> 
" 


+ (A+B+C) = 0 


' eL (A—-B+O = 2 


> 
РА 


e 
" I 


D' =D cos + E sen — = 2/7 


mi 
и 


T T 
—D sen X t E cos m 9 


(Note que por ser B? — 4AC = O jáera previsto que ou A’ = 0 ou C'=0,) 
A equação fica 


27 -2/2 u+1 = 0 


que é uma parábola, que você já deve saber desenhar. Escrevendo a última equação 


1 . 
f. 2 — 2 — ——) = 0, x i = v, 
na forma v v2 (u > VT) O, pode-se ainda fazer a translação w = v 


1 
t=u— 2/7 , para obter a equação reduzida м? = 4/2 t. Eis a resposta: 


y 
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Idem рага G (x, y) =x? — 4xy + 4y? — бх + 12у +8 = 0. 


Resolução 


e B? — 4AC = 16 — 16 = O (tipo parábolico). Pode ser reta, reunião de duas retas parale- 
las, parábola, ou vazio. 


e Para eliminar os termos de 19 grau, fazemos x=uth, y=v+k, obtendo 


u? — 4uv + 4v? + (-4k + 2h — 6)u + (8k — 4h + 12)v + G(h, k) = 0 


Igualando a 0 os coeficientes de ue de v, vem 


—4k* 2h = 6 
8k — 4h =-12 


sistema compatível, indeterminado (logo não se trata de parábola). Escolhemos uma 
solução, digamos h= 1, k= —1. Com isso, a equação fica 


u?—4uv*t42—1 = 0 


€ Para eliminar o termo em uv, calculamos 


nce. co. 
аа 


Li 
e escolhemos 20 no 19 quadrante. A e 
C' são as raízes de 


PS " , ñ , А 
que são Ое 5. Рага saber quemé А equemé С, examinamos 


соѕ 20 ЛЕ 
А —C 
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Como cos 20 > 0 pela escolha acima, resulta А’ — С’ «0, logo, А’ < C', e daí 
А = 0. С' = 5. A equação final é 


5w-120 ou seja, v= 


Trata-se da reunião de duas retas paralelas. 


< 


————————» 


Agora repare que este exercício poderia ter sido resolvido de um modo todo especial, 
pela fatoração do polinômio G (x, y): 


G (x, y) = x? — 4xy + 4y? — 6x + 12y +8 


z (х – 2y)? — 6(x - 2y) + 8 =(x — 2y — 2) (x — 2y — 4) 


Logo 
x—2y—2 = 0 
G (х,у) = 0 = ou 
x—2y-4 = 0 
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e portanto a cônica é a reunido das retas paralelas descritas acima. De qualquer 
modo, se você não perceber essa possibilidade e fizer a translação, obtendo a equação 
u? — 4uv + 4v? — 1 = 0, ainda resta a alternativa de fatorar: 


u? — 4uv + 4v? — 1 = (u—202—1 = 0 


que implica u — 2v = І ou u — 2v = — 1, e novamente temos as duas retas paralelas, desta 


Р * ^ 
vez referidas ao sistema O uv. 


Vale a pena ficar atento a esses casos especiais. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
. А кайса 
Está fixado um sistema ortogonal de coordenadas (0, 1, j). 


Esboçar o gráfico da cônica representada por 

a) G(x,y) = 3x? + 3? +2xy+6V2x+2V2y+2=0 

b) Gy) = x? +4y2 «34/3 xy-1=0 

c) С(х,у) = x? +4y? +4xy—-1=0 

d) G(x, y) = 16x? — 24xy + 9y? — 38x — 34y +71 = 0 

e) G(x у) = 7x? +5y2 24/3 xy - (1424/3) x – (10+24/3)у+8+24/3 =0 
f) G(x, у) = 16x? — 108xy — 29y? + 260 = 0 


g) G(xy) = 7х? + бху — y? +28x + 12y+ 28 = 0 


Reduza a equação à forma mais simples, através de translação eventual e rotação. Dé o 
ângulo de rotação. Descreva o conjunto representado. 


a) 32x? + 52ху – 7y? + 180 = 0 


b) 7х2 – 64/3 xy *13y? — 16 = 0 
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с) x?-5xy-—1ly?-x+37y+52 = 0 

di 4х2 – 4ху+у? - 8/5 x— 164/5 y = 0 
e) х2 +у? ~ 2ху – 84/2 х- 84/2 у = 0 
f) 8y? + бху —– 12х – 26у+11 = 0 

в) 17x?— 12ху+8у? = 0 


h) 19x? + 6xy + 11у? + 38x + бу + 29 = 0 


3. Reconheça as cónicas dadas a seguir: 
a) 3х? +4xy ty? -2x- 1 = 0 


b) х2 – бху — 7y? + 10х — 30у + 23 = 0 


с) 5x?+4xy+y?-6x-2y+2=0 
-d) 2x?*3y?- 8x*6y—7 = 0 
e) 4x?— 4Axy +y? — 6x & 3y +2 = 0 


f) x?—2xy*y?- 10х – 6y 425 = 0 
g) х2 + 4у2 +4xy+2x+4y+1 = 0 


h) 16x? + 16y? — 16х + 8у – 59 = 0 


$3 Classificação das cónicas 


Como vimos no parágrafo anterior, o processo para esboçar o gráfico de uma cônica é em 
geral laborioso. Porém, se o interesse for apenas o de reconhecer a cônica, vimos que há alguns 
“atalhos” que encurtam o caminho, como por exemplo a análise do sinal de B? — 4AC. Vamos 
agora sistematizar esses procedimentos para ver como se pode reconhecer a cônica de um modo 
relativamente simples, através da análise dos coeficientes de sua equação. 


Cónicas 
э э 
Fixemos um sistema ortogonal de coordenadas (0, і, j) ет E?. Sendo 
G(x, y) = Ax? + Bxy + Cy? +Dx+Ey+F=0 (A? +В? +С? = 0) 
a equação de uma cónica, associamos a ela a matriz (simétrica). 
1 1 
A 2 d. 
2 B 2 p 
9 1: L 
M= > B [o > E 
1 1 
eee ш® 
e os nümeros i 
A > B 
; DA. 
A =A+C , A; = Ens A A, = detM 
1 4 
3 B C 


Considere a mudanga de coordenadas dada por 


h+u œs — v sen 0 


© 
Ш 


у = К+и $еп@ + v cosó 
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(15) 


(16) 


(17) 


(18) 


que corresponde a uma translação seguida de uma rotação (roto-translação; observe que o novo 


sistema de coordenadas também é ortogonal). 
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Substituindo (18) em (15) resulta uma equação da forma 


g(u, у) = au? +buv+ c? +du+ev+f= 0 


à qual fica associada uma matriz 


a b/2 d/2 
m = b/2 с е/2 
4/2 е/2 f 


e correspondentes números 


б, =atc, КНЕ md 


Proposição 1 Valem as igualdades $, = Лү, 5, = A», 83 = As (isso quer dizer que os números 
Ai, Д, е Д; são invariantes por roto-translações, por isso são chamados invariantes ortogonais 
da cônica dada). 


Demonstração Para as duas primeiras igualdades, veja os Exercícios 4 e 5 do $3, Capítulo 20. 
Quanto à terceira, observe inicialmente que o 19 membro de (15) pode ser colocado sob forma 
matricial (faça os cálculos para constatar isso): 


x 
G(x,y) = [xy 1] «l^ 
1 


Além disso, usando (18) vemos, após um cálculo matricial simples, que 


x u cos0 —sen ĝ h 
E = T pi onde Т =| sen cos k 
1 I 


0 0 1 


Transpondo, obtemos ainda 


[x y 1]=[u v 1] Tt 
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Substituindo na expressão de G (x, y) obtemos 


g(uv) = [u v 1] (TMT) | v 
1 
Mas, a exemplo de G (x, y), podemos escrever 
u 
g(uv = [u v 1] m v 
I 


Comparando as duas últimas igualdades vem 


m = ТМТ 


de onde resulta 


3, = det M = det Tt. det M. det = det M = A, 


já que det T = det T! = 1, 


Observaçao 


Uma alternativa para demonstrar a invariança de /,, você pode ver no Exercício 2. 


Para a próxima Proposição, será útil o lema seguinte, cuja demonstração é imediata e será 


deixada como exercício. 


Lema 


a) 


b) 


Seja g (u, v) = c? * dutev4f 


f 
Se сж 0 e d x 0, então a mudança de variáveis (translação) u = X-T + Ta’ 


v=Y — ro transforma g(u, v) em сҮ? + dX. 


Se сж 0 е d=0, então a mudança de variáveis (translação) v = Y - x (u = X) trans- 


2 
forma g(u, у) em cY? +q (onde q = f - 2c) 
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, 
Observação As translações acima não “caíram do céu”. São motivadas pela conhecida técnica 
de completação de quadrados: 
e 


o $2. ocv - C] 


Ш 


4 e 
eg +ev=c(v 3c» 


2 2 
pr E] EEn £ 
e qt эс) 4с ]* с(у+ 20) 4c? 


. 


ll 


Proposição 2 Considere a cônica dada por (15). 


a) Se A, = 0, existe um sistema de coordenadas ortogonal, em relação ao qual a equação 
da cónica tem a forma 


pX2+qY2+r= 0  (pl*q? = 0) 


» Se A, = 0, então 


b,) se Az = 0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relação ao qual a cónica 


tem equação da forma 
pY?+qX = 0 (р = 0, а= 0) 


bo) se Az = 0, existe um sistema ortogonal de coordenadas, em relação ao qual a cônica 


tem equação da forma 


рҮ? +q=0 (р * 0) 


Demonstração 


ААС — B? 
4 
sendo não-nulo, podemos fazer uma translação para eliminar os termos de 19 grau; como sempre é 


a) Decorre do trabalho desenvolvido no $ 3 do Capítulo 20. De fato, A, = 


possível fazer uma rotação para eliminar o termo misto de 20 grau, obtemos após essa roto- 
translação um sistema ortogonal satisfazendo às condições do enunciado. 


b) Suponhamos A, = 0. Efetuando uma rotação para eliminar o termo misto de 29 grau, 
obtemos um sistema de coordenadas ortogonal em relação ao qual a equação da cônica tem 


a forma 


au? + cv? +du+ev+f = 0 (19) 
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N 
onde a e c são raízes de 
А-Х В/2 
= 0, 
В/2 C-A 
Agora 
a 0 d/2 
m=] 0 c e/2 
d/2 e/2 f 
e pela Proposição 1 temos 
A mato, А mac, As = асг S de (20) 


De Д, = 0 segue que a=0 ou с =0, não podendo ser ambos nulos, senão a equação 
(15) não seria de 29 grau (veja o Exercício 4b, 83 do Capítulo 20). Suponhamos a = 0 e c#0 
(o outro caso é análogo e fica como exercício). Então, (20) fornece 


_ d? 
As = ET (21) 


e (19) se reduza 


cv? +du+ev+f = 0 (22) 


bi) Se Az + О, (21) nos assegura que d = O e o resultado segue da parte а) do Lema 
anterior, aplicada a (22), tomando p=c e q = d. 


b2) Se Az = 0, (21) nos dá d = О, e o resultado segue agora da parte b) do referido 
Lema, tomando p=c. 


Corolário Seja Q um subconjunto de E?. 


(G) О é uma cônica se e somente se Q é de um dos seguintes tipos: 
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1) vazio 

2) conjunto de um único ponto 

3) reta 

4) reunião de duas retas paralelas 

5) reunião de duas retas concorrentes 
6) elipse 

7) parábola 

8). hipérbole 


9) circunferência 


(ii) Se Q + à, então Az = 0 se e somente se 9 é de um dos tipos 2), 3), 4), 5) do item (i). 


Demonstração 


(i) Vamos estudar o caso Л, = 0, deixando o outro caso como exercício. Pela Proposição 2, 
existe um sistema de coordenadas em relação ao qual a equação da cônica tem a forma 


pX? + qY? +tr=0 (p + q? = 0) (23) 
I) Suponhamos г =Æ 0. 


la) Se p,q,r têm mesmo sinal, então $ = q. 


Ib) Se p, q, r não têm mesmo sinal, então (23) pode representar uma elipse, uma cir- 
cunferência ou uma hipérbole. 


II) Suponhamos г = 0. De (23) segue 
pX? + дү? = 0 (p + 4 = 0) (24) 


Па) Se p e q têm mesmo sinal, então pX? = qY? = 0. Logo, © é formado por um 
único ponto. 


ПЬ) Se p e q têm sinais contrários, então (24) representa a reunião de duas retas 


concorrentes. 


(ii) Deixamos como exercício, lembrando que pela Proposição 1 e por (23) tem-se As =pqr. 
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Observação 


O conjunto vazio está “fora do alcance" do item (ii); as equações x?+1=0 e х2 +у2 +1 =0 
representam, ambas, o conjunto vazio, mas рага a primeira A; = 0 e para a segunda, ^; = 1. 


Vamos agora ver como se aplicam esses resultados. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
>> 
Está fixado um sistema ortogonal (0, i, j). 
1. | Reconhega a cônica de equação 
4x? — 4ху + 7y? + 12х+ бу – 9 = 0 


(veja o Exercício Resolvido nº 1, $2). 


Resolução 
Temos 
4 —2 I 6 A = 11 
М = | 2 7 | 3 A, 24.7—(-2).(-2)*24 *0 
6 ^ —9 As = det M = -576 £ 0 


Como A, # 0, existe, pela Proposição 2, um sistema de coordenadas ortogonal em relação 
ao qual a equação da cônica é da forma pX? + qY? + r =0 


p 0 0 Š = ptq 
m-| 0 q 0 ô: = pq 


0 0 I ӧз = pqr 
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Pela Proposição 1 devemos ter 


pqr = -576 
pq 724 
р+д= 11 


de onde resulta facilmente p > 0, q > 0, r <0. Trata-se portanto de elipse ou cir- 
cunferência. Das igualdades pq = 24 e p +q = 11 conclui-se imediatamente que p £ q. 
Logo, a cônica não é circunferência. Trata-se, pois, de uma elipse. 


Observação 


Caso se queira a equação da elipse na forma reduzida, basta resolver o sistema 
acima, Obtém-se р = 3, q=8 (ou p= 8, q= 3) е г = —24. A equação é, pois, 
3X? +8Y? — 24= 0, ou seja, 


X2 ү? _ 
pg TA 
С С 
A escolha da outra solução fornece 7 + = = 1. Este método não permite obter 


a medida 0 do ângulo de rotação, de modo que não temos elementos para esboçar o 
gráfico da cônica. 


Idem para x? — 2xy + y? — 2x — 2y + 1 = 0 (veja o Exercício Resolvido n9 2, 82). 


Resolucáo 


Seguindo os passos da resolução do exercício anterior, temos 


1 -1 Е A, = 2 
М=| -1 l ! —1 A, = 0 
Ed E 1 A; = 4 


Pela Proposição 2, existe um sistema ortogonal de coordenadas em relação ao qual 
a cônica é dada por uma equação da forma pY? +qX= 0. Sendo 
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0 0 q/2 Š =p 

m=| 0 p 0 $, = 0 
ра? 
4/2 0 0 65 = UTE 


a Proposição 1 nos leva a 


ouseja, p= 2, q= /8, ou p= 2, а= —4/8. Trata-se, pois, de uma parábola. 


Observacáo 
Num certo sistema de coordenadas, a parábola tem por equação 2X? + 4/8 Y = 0. 
Num outro, 2X? — 4/8 Y = 0.. Novamente, faltam-nos subsídios para determinar 0 e 


esboçar a parábola. 


Idem para xf eed 4xy + 4y? — 6x + 12у + 8 = 0 (veja o Exercício Resolvido по 3, $2). 


Resolução 
Temos 

1 —2 —3 A = 5 

М = | —2 4 6 A, = 0 

—3 6 8 A, = 0 


e portanto em relação a um sistema ortogonal de coordenadas, a cônica tem equação da 
forma pY? +q = 0. Neste caso 
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0 0 0 & =p 
m=| 0 p 0 5, = 0 
0 0 q $450 


e o sistema que se obtém igualando os invariantes só fornece p = 5. Mas, observando а 
equação pY? + q = 0, vemos que só pode representar: reta, reunião de duas retas para- 
lelas, ou o vazio. Determinemos então a interseção da cônica com os eixos Ox e Oy. 
Fazendo х = 0 na equação original, resulta 4y? + 12у + 8 = 0 edaí y=-2 ou y=-1. 
Fica claro que se trata da reunião de duas retas paralelas. 


Idem рага x? -2xy ty? *x —y *1 = 0. 


Resolução 
Temos 

1 —1 1/2 A, =2 

М =] + 1 —1/2 A, =0 

1/2 -1/2 1 A, = 0 


e a situação é a mesma do exercício anterior. Determinemos a interseção da cônica com 
Oy. Fazendo x =0 na equação dada vem у? — у + 1 = 0. que não tem raízes reais; 
logo, a cônica não intercepta Oy. 


Agora, com Ox. Fazendo y = 0 na equação dada resulta x? + x + 1 = 0, que 
também não possui raízes reais. 


Conclusão: Trata-se do conjunto vazio. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
>> 
Está fixado um sistema ortogonal (0, i, j). 


Faga o reconhecimento das cónicas dadas nos exercícios propostos no $2, usando os 
métodos deste parágrafo. 


a) 


b) 


c) 
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Mostre que a parte quadrática de (15) pode ser escrita matricialmente sob a forma 


x A B/2 
[x y]P onde P = 
y B/2 C 
Mostre que (18) pode ser posta sob a forma 
x u cos Ө - sen 0 h 
= R + Q onde R= , Q= 
y v sen0_ соѕ0 k 


Combinando a) e b) e procedendo como na demonstração da invariança de às. 
prove a invariança de Ay. 


CAPÍTULO 22 


SUPERFÍCIES 


Я š ccm 4 
Neste capítulo está fixado um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas (О, i, j, К). 


$1 Superfície esférica 


1.1 Equação reduzida e equação geral 


Dados um ponto C € E? e um número real r >O , a superfície esférica S de centro С 
e raio r é o lugar geométrico dos pontos de F^ que distam г do ponto C. Assim, pondo 


P = (x, y, 2) > С = (xo, yo. Zo) 


temos P € S see somente se d (P, C) = r, isto é, 


(x — хо)? + (у — yo)? + (z — zo)? = e] (1) 


A equação ( 1) ë chamada equação reduzida de S. Assim, por exemplo, 


(x £1? £(y-2? +22 = 4 


4 


é a equação reduzida de uma superfície esférica de centro C = (—1, 2,0) e raio r= y 4= 2. 
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Desenvolvendo os quadrados em (1), obtemos 
x! + y? +22 — 2хох — 2yoy — 2zoz * x2 + y2 *z2- r2 = 0 (2) 


que é uma equação da forma 


х2 ty? +22 +ax+by+cz+d = 0 (3) 


сот a, b, c, Є R, chamada equação geral de S. 
Surgem imediatamente duas questões: 


12) dada uma equação da forma (3), como decidir se ela é equação geral de alguma superfície 
esférica S? 

2a) em caso afirmativo, como obter, a partir da equação, as coordenadas do centro e o raio 
de S? 


Para respondé-las, basta completar os quadrados e colocar (3) sob a forma (1); se o 29 
membro for negativo, o lugar geométrico é vazio; se for nulo, ele se reduz a um ponto: e se for 
positivo, trata-se de uma superfície esférica cujo raio é a raiz quadrada desse 20 membro e cujo 
centro se obtém observando o 19 membro. Assim: 


2 2 2 
х2 +ах = (х? +ax+ —) = = = (х+ Sp 45 
b? b? b p? 
2+by = (y? +Бу + =) - — = LASA 
у“ tby = (y +Бу 4) д (yt >) 4 
unaq pap о A ER 
4 4 2 4 


Substituindo em (3), vem: 
(x + 7 ++ 5) Hr +d (2 +b2+c2)=0 
donde 


a b c a? * b? * c? — 4d 
xt y +(y rene +(2+ +) RAS arte 
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Então, (3) é a equação geral de uma superfície esférica se e somente se 
а2 +62 + с2 – 4102 0 (4) 


е nesse caso. о centro é 


(5a) 
eo raio é 
[a 23 2 1 
ч a“ +6 c 4d (5b) 
2 
Observações 


l. Se a? + b? + c? — 4d = 0, a única solução de (3) é o ponto C (veja (5a)) e portanto 
o lugar geométrico é (C). Se a? + b? + c? — 4d < 0, o lugar geométrico é vazio. 


2. Na obtenção da equação (3), notamos que os coeficientes a, b e c dependem exclusiva- 
mente das coordenadas do centro de S. O raio r influi apenas no termo independente d 
(compare com (2)). Segue-se dar que a equação 


x? +y? +22 +ax+by+cz+)À = 0 (6) 


onde A é um parâmetro real, sujeito à condição 


2 2 2 
a^ +b“ +c 
À < ——IW 
4 
(veja (4)). representa um feixe de superfícies 
esféricas concêntricas. com centro 


== 


3: 


EXERCICIOS RESOLVIDOS 


Dê a equação geral da superfície esférica de centro (1, -1, 3) e raio 4. 


Resolução 
Usando (1) temos: 


(x — 1)? + (y + 1? *(z — 32 = 16. 
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ç VS 
jeg ow 
pro у 


МЕ ТО A 
piBLio To” 


Eliminando os parênteses e passando para a forma (3), obtemos a equação geral procurada: 


x? +y? +22 —2xt2y -62—5 = 0. 


Verifique se a equação x? + y? + 22 — 4x — 2y + 8z + 12 = 0 é a equação de uma super- 


fície esférica. Caso seja, dé o centro e o raio. 


Resolução 
Completemos os quadrados: 

2 Dal 4 = 9 ә 2 2 = ay 
x° —4x= x° ed —. X —X ED ME —2 E =) 
у?-2у=у*—2. L y=y2 —2, l. y+2 — 2 =(y-—- 12 — 1 
z? + 8z= Z2 + 2. 

Substituindo na equação dada, resulta 
(x- 29 -— 4+ (у ~ 1)-1+(z2+ 4)? — 16+12=0 


GO 2) eed) eorom gm 


_ 4 


z = 7+2. 4. z = 2 +2. 4. z t 44 —4? = (2+4) — 16 


Portanto, trata-se de uma superfície esférica de centro C = (2, 1, -4)eraio r= 3. 


ldem para х? + y? +22 — V3x — 4y + 8 = 0. 
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Resolução 


Completando quadrados: 


х -V/3x =x – 2. V3 у 


y? – 4у=у? — 2. 2. у = у? ~ 2. 2. у+2? – 2? = (у – 2)? – 4 


Substituindo па equação dada vem que 


a Bro yz - 5. -4+8 =0 


ou seja 


13 
a By rere 0 


Vemos claramente que não existem x, y, z que satisfaçam essa equação. Logo, a equação 
dada não representa uma superfície esférica, mas sim o conjunto vazio. 


Ache a equação geral da superfície esférica que passa pelos pontos (0, 0, 0), (1, O, O), 
(0, 2, 0), (0, 0, 3). 


Resolucáo 

A equação procurada será da forma 

х? ty? +22 +ax+by+cz+d = 0 

Impondo que os pontos dados satisfaçam essa equação resulta 
0 +0? +0° + 20 +b0+c0+d=0 
12 +02 +0? + al+b0+c0+d=0 
02 +2? +0? + a0+b2+c0+d=0 


02 +02 + 32 + а.0 +0 + с.3 +4 = 0 
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ou seja 
d=0 
l+ atd = 0 
4+2b+d = 0 
9+3c+d= 0 
Resolvendo, vem 
a = —1, b = —2, c = —3 


Portanto, teremos por resposta 
х? +у2 +22 —х—2у—3> = 0!) 


5. Ache o raio da superfície esférica que passa pelos pontos (—2, 1, V 26), (1,2, —4), (2, 2, 3) 
e cujo centro está no plano Oxy. 


Resolução 
Como queremos o raio r, escrevemos a equação procurada na forma 


(x—-m?*(y-n?*(z-p?sPr 


Como C = (m, n, p) está no plano Oxy, temos p = 0. 


Levando isto à equação acima, e impondo que os pontos dados estejam na superfície, vem 


que 
(-2-mP+4(1-n)2+(V26) =r 
(1- т)? + (2-20? «(y =r (0) 
Com + (2-n? + 3? =? 
(*) Em princípio, deveríamos verificar se esta é equação de uma superfície esférica, o que é equivalente а 


verificar se os pontos dados não são coplanares. Mas isto não é necessário, pois o sistema obtido admitiu 


solução única (veja o Exercício 12). 
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Resolvendo o sistema acima, obtemos m=-2, п= 1, e r=y26. 


= = 2quacáo geral da superfície esférica S}, concêntrica com a superfície esférica 


š oe +72 —2x t 3y – z = 0 e que passa pelo ponto P = (1, 1, 0). 


Resolução 
Por (6), temos: 
S; :x? +y? +22 —2x+3y—z+)À = 0 


As coordenadas de P satisfazem essa equação, logo 1+1+0-2+3-0+ À =0, donde 
A = – 3. Então 


S; ix? + y? +22. 2х+3у 2-3 = 0 


Localize os pontos М = (1, 2, 1), N = (-1,-1, 0) e Q = (1.0, –1) em relação à 
superfície esférica S : х? + y? +22 — 2х + 4у —z — 1 = 0. 


Resolução 


Devemos comparar as distâncias dos pontos dados ao centro de S, com o raio de S. 
Um jeito rápido de se fazer isso é notar inicialmente que o primeiro membro da equação 
geral (3) nada mais é que d(P, C)? — г? (releja a obtenção de (3) a partir de (1), passando 
por (2)). Assim, para localizar um ponto P em relação a uma superfície esférica S, basta 
substituir suas coordenadas no 19 membro da equação geral de S. Se o resultado obtido 
for negativo, P é interior a S; se for positivo, P é exterior a S: se for nulo, P € S. Resolvamos 


então o exercício: 


M:1+4+1]1-2+8-1-1=10>0-/ M éexterioraS 


N:1*1*0*42—4—0—1-7-1«0 +. N éinterioraS 


Q :1+0+1-2+1-1=0. QES 


25 
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EXERCICIOS PROPOSTOS 


Ache uma equação da superfície esférica de centro C e raio r nos casos 


" 
N 


a) C = (1, —1, —3) r 
b) C = (0,0,0) r = 1 
c) C = (V2, 1,-3) r = 2 


d) C = (18,-17,-1) r = 50 


e) C = (0,1,0) r = 4 


Verifique se as equações dadas são equações de superfícies esféricas. Caso afirmativo, dê 
o centro e o raio. 


а) (x-2? +(y+ 6)? +22 = 25 

b) x +y? +22 -4x+6y+22-2 = 0 

c) х2 +y? +z? — 2x —4y+10 = 0 

d x +y +22 -2x+2y = 0 

e) x +у? +22 – 2х – 4у – 62+16 = 0 
2x? + 2y? + 222 — 6х+ 2у – 42+7 = 0 

y. y 
g) 4х? +4y? +42 —8х—8у—82+10 = 0 
n x? ty +22 -2x+4y+15 = 0 


Y x2 +y? +22 _2х+4у+5 = 0 


Ache uma equação da superficie esférica que passa pelos pontos (1, 0, 0), (0, 1. 0), 


057.279. 600) 


Ache uma equação da superfície esférica de centro (1, 1, 2) que passa pelo ponto (1, 1, 3). 
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Os pontos А = (2, —3, —5) e В = (4, 1, —3) são extremidades de um diâmetro de uma 
superfície esférica. Ache uma sua equação. 


Ache uma equação da superfície esférica que passa pelos pontos (0, 0, 1), (1, 0, 0), (0, 1, 0) 
e cujo centro está no plano xt y — z = 0. 


Ache uma equação da superfície esférica que tem centro na reta r | e passa 


pelos pontos А = (6, —1,3) e В = (0, 7, 5). 


Dé equações na forma simétrica da reta perpendicular ao plano 10x — 2у + 42— 1 = 0 
e que contém um diámetro da superfície esférica x? + y? + 22 + 2х — бу+ z 11 = 0. 


Calcule a distáncia do ponto P =(1, —1, 3) à superfície esférica 
s: x° + y +22 — 6x + 4y – 10z 62 = 0 

(isto é, a distância minima de P aos pontos de S). 
Mostre que, se k< 0, a equação 

х? +y? CcÓztaxtbytcztk = 0 
representa uma superfície esférica, quaisquer que sejam а, b, c reais. 
Mostre que para todo ¿ER e para todo 0 ER, o ponto de coordenadas x = a sen $ cos 0, 
y =a sen @ sen 0, z =a cos ф pertence à superfície esférica de centro na origem e raio 
a > 0. Faça uma figura e descubra o que são q e 0. Você já ouviu falar em coordenadas 


esféricas? 


Seja p (x, y, 2) = x? + y? + 22 + ax + by + cz + d. Sejam А, = (xi, Yi zi), i= 1,2, 3, 4. | 
Prove que são equivalentes as afirmações: 


(a) Ai. A;. A3, А; não são coplanares. 


(b) O sistema р(х. yj. z) = 0, i= 1, 2, 3, 4, nas incógnitas a, b, c, d, tem solução 
única. 


(c) Existe uma única superfície esférica que passa por A,, A,. As, A4. 


13. 
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Mostre que os lugares geométricos descritos abaixo são superfícies esféricas e determine 
seus centros e seus raios: 


a) 1.р. dos pontos cuja distância à origem é o dobro de sua distância a A = (10, 0, 0). 
b) 1.g. dos pontos cujas distâncias a B = (-2, 2, -2) e D =(3, -3, 3) estão na razão 2: 3. 


с) 1.g. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distâncias aos eixos coordenados 
é 30. 


d) 1.g. dos pontos tais que a soma dos quadrados de suas distâncias aos planos 


T; :X—yt4 =0, mixty-2=0 e пз:2+1 = 0 е 20. 


| — — 
e) 1.g. dos pontos X tais que PX 1 QX. Dados:P = (1, 1,0)е Q = (0, 1, 0). 


Mostre que se P, = (x,,y1,71) e P; = (x5. Y2, Z2), então a equação 
(х= xı) (х= х2) + (y —y1) (y —y2)+(2-21)(2-2,) = 0 


representa a superfície esférica que tem P,P, como diâmetro. 


\ 


Localize os pontos А = (2, —1, 3) е B = (3, —1, 0) em relação à superfície esférica 
$:х? +y? +22 -6x+2y-22+7 = 0. 
Dé uma equação da superfície esférica de centro (2, 3, —1), que determina sobre a reta 
5х – 4у + 32+20 = 0 
3х -4у+ 2—8 = 0 
uma corda de comprimento 16. 


Determine o diâmetro da superfície esférica x? + y? + 22 + 2x — 2y = 0 que é perpendi- 
cular ao plano x-y - 2 = 0. 
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1.2 Plano tangente 
Seja S uma superfície esférica de centro C e 
raio т. бе т é um plano tangente a S no ponto 
T € S (ponto de tangência), então л NS se reduz М2 
а um único ponto, precisamente o ponto Т. Além 
disso, o segmenta CT é perpendicular a 7, e por 


isso mesmo, d(C, 7) =r. Cada um desses três fatos, Ш 
пй 8 = {Т} (7) 
СТІ т, TES (8) 
а (С, п) = г (9) 
caracteriza a tangência de 7 eS. 
EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Ache uma equação geral do plano 7, tangente à superfície esférica 


S:x? +y? +22 —2x—1 = 0 peloponto T=(1,-1,1). 


Resolução 
Observe inicialmente que TE S, sendo portanto o ponto de tangéncia. Sabemos que 
— 
C = (1, 0, 0) é o centro de S. Logo, por (8), temos que CT = (0, —1, 1) é um vetor 
normala т. Daí, п: —y tztd = 0. 
Como T € m, temos —(-1) + 1 + d=0 donde d=-2. Assim п: -y + z — 2 = 0. 
2. Escreva uma equação geral do plano т, que contém a reta 
xtytz= 0 


2х – бу + 32 – 49 = 0 


е é tangente à superfície esférica S de centro na origem e raio 7. 
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Resolução 


T pertence ao feixe de planos 


por s, logo 


m:a(x+y+z)+B(Qx-6y+32-49) = 0 (02 + 0) 
ou seja, 
T (о + 28)x + (о —6B)y + (а + 368)2— 498 = 0 (у) 


Então, impondo que d(C, п) = г, onde С = (0, 0,0) ет = 7, obtemos 


TERR — 
У (о + 28)2 + (а — 68? *(at38)y | 


Quadrando e simplificando, vem За? — 2068 = 0, donde а (За — 2f) = 0, e portanto 


а= 0 ou «= E B. 
Substituindo em (y) obtemos duas solu; без: : 
7T:2x— бу t32—49 = 0 e т:8х—1бу+ 112—147 = 0 
Obtenha equações gerais dos planos tangentes à superfície esférica 
S:x? +y? +22 +2x+2y—1= 0 


que são paralelos ao plano 7, : х-у- 22-2 = 0. 


Resolução 
Chamemos 7 ao plano procurado. Então, 


air, =7m:x-y-22+d = 0. 


304 


D 


Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Sendo C = (-1, -1, 0) o centro deS e r= V3 o seu raio, obtemos de (9): 


|-1+1-2. 0+4 | 


Je =з 


ou |d| = y 18, donde d = iy 18. 
As respostas são, pois 


x—y-2z+ V18 = 0 е x-y-2z- V 18 = 0. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Ache uma equação geral do plano tangente a S no ponto T, nos casos: 


= EM E СА sv2 2 2 р un 
a) T C 3" 3) S:x ty tz —2x—1720 
b) T = (0,95, 0) $ :х? +y? +22 -2x -42—95 = 0 
Ache os planos tangentes à superfície esférica (x — 1)? + (y — 2? +z? = 1 que são 


paralelos ao plano 2x +y —z = 0. 


Ache os planos tangentes à superfície esférica x? + y? +z? = 1 que contêm a reta 
xtytz=0 


x—-y-z-2=0 


Uma corda PQ da superfície esférica S:x? + y? + 22 —4x+2y —-82+10 = O está contida 


x =2z—1 
na reta Determine os planos tangente em P e Q. 
y =1-2 


Prove que se uma superfície esférica de centro C = (a, b, c) é tangente aos três planos 
coordenados, então | al = |b] = Ic]. 

Mostre que o plano tangente a S :x? + y? + 22 = r? по ponto P, = (xj, yi, 24) € S 
tem.equação xx * yiy * zyz = r. 


12, 


13. 
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Dé equações gerais dos planos tangentes à superfície esférica (x— 1)? + y? + 22 = 6, per- 


x— 1 00 
5 = у= 2-1. 


pendiculares à reta 


Obtenha equações gerais dos planos que contêm a reta t e são tangentes à superfície esférica 
S nos casos: 


x+6 _ 


а) t: 2 


у+3 = 2+] 
Sixty +22 — 4х+ 2у —4zt4 = 0 
b)t:X = (4,1,1) + 1(43,1) 
S:x? +y? +22 -2xt6y+22+8 = 0 


Interprete os resultados. 


Ache uma equação da superfície esférica de centro C = (3, 2, —2), tangente ao plano 
xt3y—2z*] = 0. 


Dê uma equação da superfície esférica tangente aos três planos coordenados, situada no 
19 octante, com centro no plano Зх + 2у —z — 8 = 0. 


Dê uma equação da superfície esférica tangente aos planos 
T, :X = 2z*8 e a m:2x-2+5=0 
cujo centro pertence à reta х+ 2 = y = 0. 
Dé uma equagáo da superfície esférica inscrita no tetraedro determinado pelos planos: 
7, :5х – 2у + 142+ 11=0, mo: 1х – 2у + 102+ 14 = 0 
пз:х+2у +22+7 = 0 Ta :x—2y+2z+7 = 0 
рё uma equação da superfície esférica circunscrita ao tetraedro do exercício anterior. 


Dê uma equação da superfície esférica que passa pelo ponto А = (—1,6, —3) е tangencia 
o plano 4x + 4у + 7z - 96 = 0 no ponto T =(7,3,8). 
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Dé uma equação da superfície esférica tangente aos planos x= 0 e 3x +y +z 2 = 0, 
sendo T = (0,2, —1) um dos pontos de tangéncia. 


lem, sendo os planos бх — Зу — 2z — 35 = 0 е бх – Зу – 22+63 = Oe T = (5, —1, —1). 


Calcule o raio de uma superfície esférica tangente aos três planos coordenados, que passa 
pelo ponto (1, —1, 2). 

Calcule а para que o plano x + y + 2 = a seja tangente a x? + y? +2? = 12, e determine 
o ponto de tangéncia. 


Dé uma condição sobre а, b, c, d para que o plano ax + by + cz t = O seja tangente 
à superfície esférica x? + y? +22 = r^. 


Calcule o máximo e o mínimo valores atingidos pela expressão x — 2y + z sobre a super- 
се x? +y? +22 = 6. 


Dé uma equação da superfície esférica de centro (6, 3, —4), tangente ao eixo Ox. (uma 
reta t, tangente a uma superfície esférica S, satisfaz condições análogas a (7), (8), e (9), 
com t em lugar de 7). 


Obtenha a equação reduzida da superfície esférica S, concêntrica com S e tangente à 
reta t. Dados: ` 
x—y+z= 0 
t: e S, :x? + y? +2? бу — 8z + 16 = 0. 
2x—y—z=3 


Obtenha a equação geral da superfície esférica com centro na reta PQ, que tangencia os 
eixos Ox e Oy, sendo que as trés coordenadas do centro são negativas. Dados: P = (1, 3, —1) 
e Q= (1,0, –2). 


Obtenha equações gerais dos planos que passam pelos pontos P = (1, 1,—1) e О = (1,2, 1 
e tangenciam a superfície esférica x? + y? +22 — 4x — 2y — 4z * 8 = 0. 


Plano secante. Equacóes de uma circunferéncia 


Seja S uma superfície esférica de centro C e raio г. Um plano r é secante a S se e 


somente se d (C, т) < r. Nesse caso, a interseção SN п é uma circunferência & contida no plano 
-. que pode ser dada pelo sistema de equações 
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a, 
y 


х? +y? +22 +ax+by+cz+d = 0 
&: 


mx+ny+pz+q = 0 


Para se determinar o centro P eoraio p da circunferência €, basta observar que P é a 
projeção ortogonal de C sobre 7 e que (veja na figura O triángulo retângulo CPA) 


г = р? + (С, rT}? ou Ê = р? +4(Р, С)? 
Observação 

Dada uma circunferência &, contida em um 

plano 7, existe uma infinidade de superfícies esféricas 


que interceptam т em &. A “menor” delas (isto é, 
a de menor raio) tem o mesmo centro e o mesmo raio 


que &, sendo & seu equador. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 
1. Ache O centro P eo raio p da circunferência 
х? +у? +22 +3х-у = 0 


2x—y—2z—1 = 0 
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Resolução 


Achamos inicialmente o centro C eo raio r da superfície esférica 


S:x? +y? +22 +3x— y = 0, obtendo C= c. 0) er= 5+ 


Como vimos, Р é a projeção ortogonal de С sobre o plano т: 2х — y – 22 – 1 = 0 


e reta рог C, perpendicular a т: 


x=-5+2 
S y = lA 
z=0- 2 


e interseção de s com т: 


2(-$ + 20) - N-A-M-I=0 9A 


logo, P = (- i 0, —1). 
Quanto a p: sendo p? +d (P, C)? = r?°, temos 


2 _ 10 1 1 1 
= — + — + = = — — = — = — 
p (1 1) 4 donde p c 


2. Obtenha equações da circunferência €, de centro P = (1,1, — 2) e que passa pelos 
pontos Q = (2,3,0) е R=(-1,-1,-1). 


Resolução 


Devemos obter equações de л edeS. п é certamente o plano que passa por P, Qe R; 
— — 
sendo PQ = (1,2,2) e PR =(-2,-2, 1), temos 
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—2 —2 1 
donde т: бх - 5у + 22+ 3 = 0. 


É 


Quanto a S, escolhamos aquela que tem mesmo centro e mesmo raio que & (veja a 
observação anterior): r= d(P,Q) = 3, C= P = (1,1, –2). Logo, 


S :(x- 1)? +(y - 1? +(2+2) = 9 
ou seja, 
S:x? +y? +22 —2x—2y+4z—3 = 0 
e finalmente 
x? +y? +22 -2x-2y+4z-3=0 


6a -5y+22+3 = 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


Ache o centro e o raio da circunferência interseção do plano 2x — 2y — z +9 = 0 com 
a superfície esférica x? + y? +z? _ бх + 4y - 2z - 86 = 0 o ¿Z 
C d у 


Obtenha equações da circunferência que tem diâmetro АВ e passa рог С, sendo dados 
-(3,-2,5), B=(-1,6,-3), С=(1 -4.1). 


3. ` Obtenha equações da circunferência que passa pelos pontos А = (3,-1,-2), B = (1.1.—2) 


e C= (-1,3,0). 
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O plano Зх + 2у + 62 = 6 intercepta os eixos coordenados nos pontos A, B, e C. Obtenha 
equações da circunferência circunscrita ao triângulo ABC. 


Dados A=(3,-1,-2) e B= (1,1, —2), obtenha equações do lugar geométrico dos 
pontos X tais que o triângulo ABX seja equilátero. Interprete geometricamente. 


Obtenha equações da circunferência de centro (1, —1, —2), que determina sobre a reta 


2х — y + 2z — 12 = 0 
uma corda de comprimento 8. 
4х —7y - z+6=0 


Dê equações gerais dos planos paralelos ao plano x - 2у - 2 = 0, que interceptam a super- 
fície esférica S : х2 + y? +22 + 2x + 2y — 2z = 0, segundo circunferências de raio 
v3/2 
Um hexágono regular inscrito na circunferência 

x +у2 +22 +2х+2у +223 = 0 

х+у+2 = I 
tem um vértice па reta X = (-1, 1, 1/3) + A(2, -1, 1). Determine seus seis vértices. 


Verifique se as superfícies esféricas 


S, :x^* y? +22 2x – 2у - 22 *2 


" 
о 


S, : x? +y? +22 + 2х + 2у + 22 — 4 


Ш 
о 


são secantes. Em caso afirmativo, ache o centro е o raio da circunferência S, N S, (observe 
que subtraindo as equações de S, e S, obtém-se uma equação do plano que contém 
S, ^ Sz; por quê?). 

Ache À real tal que as superfícies esféricas S, e S; sejam tangentes: 


S,:(x-1?*(y-3ysz = 1, 


S, :x! +y +22 20x Ay + 4\2 = 0. 
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11. Sejam S, : x +y? +22 = 9 e S, : х? +y)+7º — бх — 12y + 12z + 72 = 0. Dé as 
equações reduzidas das superfícies esféricas tangentes a S, e a S,, com centro colinear 
com os centros de Š, eS). 


12. Dé uma equação da superfície esférica tangente ao plano z= O nc ponto (1, —2, 0), que 


tangencia externamente a superfície esférica х? + y? + 22 — бх — êy- 22 + 1 = 0. 


13. Obtenha as equações gerais das superfícies esféricas com centro (1, O, 1) que tangenciam 
interiormente a superfície esférica S: х? + y? +22 —2x+y-— 10 = 0. 


82 Generalidades sobre curvas e superfícies 


Nesta seção vamos falar levemente sobre curvas e superfícies. É importante ressaltar дие. 
o enfoque vai ser essencialmente intuitivo e não-rigoroso, uma vez que o habitat natural para 
esses conceitos é o da Geometria Diferencial, cujos recursos não estão à nossa disposição no 
momento. 


A idéia de superfície é a de algo bidimensional que se pode imaginar, por exemplo, tomando 
um pedaço de uma placa de borracha bem fina, e deformando esse pedaço sem rompé-o, 
mantendo a bidimensionalidade. Por exemplo, um plano é uma superfície. Observe uma sua 
equação: 

axtbytcztd = 0 (а2 +b + с? > 0) 

Uma superfície esférica é uma superfície; sua equação tem a forma 

2313 2 
x ty tz +ax+tby+cz+d = 0. 


As duas equações anteriores são casos particulares de 


f(x,y,z) = 0 (10) 


Vamos definir uma superfície S como sendo um subconjunto de E? tal que (fixado 
um sistema de coordenadas) P = (x, y, z) pertence a ela se e somente se suas coordenadas 
satisfazem uma equação da forma (10), que será uma equação de S. É claro que a definição 
é defeituosa, pois vimos que uma equação como (10) pode representar um ponto. ou o vazio 
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Por outro lado, uma curva é algo unidimensional, como a trajetória de 


um movimento 
de um ponto. e pode ser concebida como a interseção de duas superfícies: 


f(x,y,z = 0 


g(x,y,2) = 
/ = 


(1) 


1 
o 


Por exemplo, uma circunferéncia no espago pode ser dada como intersegáo de uma super- 
fície esférica com um plano: 


ou de duas superfícies esféricas: 
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Mesmo uma reta (que é uma curva!), como sabemos, 
pode ser dada como interseção de dois planos 


x – у +z = 0 


2x-y +1=0 


Observação 


Existem outras maneiras de representar curvas e superfícies (sob forma paramétrica. por 
exemplo) as quais não vamos considerar aqui. 


$3 Superfície cilíndrica 


Um subconjunto S de E? se diz uma superfície 
cilíndrica se existir uma curva C e uma reta A tais 
que S é a reunido das retas paralelas a ^ e que 
passam por algum ponto de C. C é chamada diretriz 
de S e as retas citadas, paralelas a A, são chamadas 
geratrizes de S. Fixado um sistema de coordenadas, 
vamos supor: 


f(x,y,z) = 0 
e C dada por (12) 
g(x,y,z) = 


| 
o 


> — 
e v=(m,n,p)& О um vetor diretor de ^. 


Então, PE S se e somente existem QE C e AE В tais que 


— > 
PQ = Av 
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Escrevendo 
P=(X,Y,Z) 
Q = (x,y,z) 
P = (X,Y,Z) vila 
2 =-ação anterior fica q Q- (x,y, 2) 
(x—-X,y-Y,z—Z) = A(m,n, p) "E 
e daí 
x = Х+ А 
y = Y+à (13) 
z = Z+)àp 


Ora, como Q € C see somente se x, y, Z verificam (12), obtemos, substituindo (13) 
em (12): 


f(X* Am, Y +An,Z+Ap=0 


(14) 
g(X* Am, Y +An,Z+Ap=0. 
Se pudermos eliminar A dessas duas equações, chegaremos a uma relação do tipo 
F(x,Y,Z) = 0 as) 


gu. se for equivalente a ( 19, definirá a superfície cilíndrica como uma superfície, que terá 


¿131 por equação. 


(5) Quer dizer, X, Y, Z satisfazem (15) <= existem À, m, n, p tais que (14) se verifica. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Ache uma equação da superfície cilíndrica de diretriz 


х? +у2 +2 = 4 


С: 
z = 0 
х= А 
cujas geratrizes são paralelas à reta А: у= X+1 
z = 2À 
Resolução 


Temos, usando a notação vista, M = (m,n,p) = (1,1, 2) 
| x= X+A 
As relações (13) ficam ў y = Y + À 
Z +22 


z 


Devemos substituir nas equações de C, as quais são equivalentes a 


х +у? = 4 
C 
z=0 
logo, 
(XIN «(Y*2) = 4 
Z+2) = 0 
Da 28 equação vem À = — Z que levado na 12 equação fornece 


(х -— + ty -—* = 4, 


que é a equação procurada. 
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Sugerimos a você que faça uma figura representando a superfície. 


Pos Hy H H — 
Ache uma equação da superfície cilíndrica de geratrizes paralelas ao vetor v = (2, —1, 1) 
e circunscrita à superfície esférica x? + y? +22 = 1. 


Resolução 


Pode-se obter uma diretriz achando a interseção da superfície esférica com um plano 7 
pelo centro da mesma e perpendicular a v. Em 
seguida procede-se como no exercício anterior. 
Vamos optar, no entanto, por uma segunda reso- 
lução. Seja Q = (x, y, z). Escrevamos a equação 
de uma reta qualquer paralela a v, passando por 
Р = (X,Y,Z): 


x= X+2A 
у= Y-A 
zZ=Z+A 


Vamos agora obrigar Q a pertencer à superfície esférica Substituindo x, y, z dados 
acima na equação desta superfície, virá 


(X*23 +(Y -NP +(2 +)? = 1 P=(x,Y, Z) 


ou seja, 
yz) 


4 


Para cada ponto Р = (X, Y, Z) esta equação ет A terá nenhuma, uma única, ou duas 
raízes reais. Terá uma única se e somente se P está na superfície cilíndrica procurada, logo 


6\2 +22 (2х – Ү +2) + Х? + ү? +72 _] = 0 


se e somente se seu discriminante for nulo: 


[2 (2X - Y +Z)? – 4.6. [X? + Y x22 — 1] = 0 
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isto é 
QX-Y*ZY — 6 (X2 +Y? +Z2 — 1) = 0, 


que é a equação procurada. 


Observação 


A figura abaixo ilustra o que foi feito: 


Vo $ É 


> > 
No caso (a), não existe A que “estique” v de modo que P * Av fure a superfície 
esférica. No caso (b) existem dois valores. No caso (c) existe um único! 


3. Verifique que uma relação do tipo F(X, Y) = 0 é equação de uma superfície cilíndrica 
S de diretriz 


F(x,y) = 0 


e geratrizes paralelas a Oz. Represente no plano Oxy os pontos (x, y, 0) tais que F (x, y) = 
O e trace as retas que passam por eles e são paralelas a Oz. A superfície S é a reunião dessas 


retas. 


Resolução 


A H 2a ER 2 
Se você seguir o método exposto no Exercício 1, com v=(0,0,1), obterá F(X. Y)=0 
para equação da superfície cilíndrica. Faça como exercício. Preferimos aqui argumentar de uma 


outra maneira, mais intuitiva. 
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Suponha P = (X, Y, Z) sobre a superfície 
cilíndrica S tendo C por diretriz e de geratrizes 
paralelas a Oz. Então, por construção, a projeção 
Q = (X, Y, 0) de P sobre Oxy na direção de Oz, 


F(X, Y)- 0 


P = (x, y, z) 


cai sobre C, logo satisfaz ғ Q- (X, Y, O) 


Z=0 


e daí F(X, Y) = 0. Reciprocamente, se P = (X, Y, Z) é tal que F(X, Y) = 0, isso indica 
que P se projeta (paralelamente a Oz) no plano Oxy num ponto de C, logo, por construção 
de S,P € S. 


Por exemplo, X? + Y? = 1 é a equação de uma superfície cilíndrica, mostrada na figura 
abaixo: 


Circunferência de 
raio 1 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
1. Ache uma equação da superfície cilíndrica de diretriz 
x ty = z N= EA 
C: А ПИЕ Ж ШОБИ И 
x—y+z = 0 cujas geratrizes são paralelas à reta ^:4 y = -`- 
z = 3- 
X-xyt1=0 x = 2z 
2. Idempara C: A: 
z= 0 y = z+3 
xy = z 
3. Idem para C: A:x=y=2 
xty-z70 
X+y+xy = 0 
4. Idempara C: A:x=y=z 
z = 0 
f(x,y) = 0 x = mz 
S. Idem para C: A: (т, n€ R) 
z=0 y = nz 


6. Ache uma equação da superfície cilíndrica de geratrizes paralelas а y = (3, 2, 1) e cir- 
cunscrita à superfície esférica de centro (1, —2, 2) e raio \/3. 


g4 Superfície cónica 


3 


Um subconjunto S de E” se diz uma superficie cónica se existir uma curva C e um ponto 
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V @ C tais que S é a reunião das retas VQ, onde Q 


M ' percorre C. C se chama diretriz de S, V vértice 
de S, cada reta VQ uma geratriz de S. Fixado um 
sistema de coordenadas, suponhamos C dada por 

f(x,y,2) = 0 
в (х,у, 2) = 0 
. У = (a,b,c) 07 


Então P=(X,Y,Z) está em S se e somente se existe Q = (x, y, z) pertencentea Ce AER 
tais que 


Sm —(*) 
V= (a,b,c) МОТАМ 
ou seja 
— 
Q= V+AVP 


de onde resulta 


Olay) о, 


y = b+A(Y-b) 
P= (X,Y,Z) «9 
z = c+À(Z-— c) 


Como Q € C see somente se x, y, z verificam (16), vem, levando (18) a (16): 


f(atA(X—a) b+A(Y – Б), с+А (2 – с)) = 0 


| (19) 
g(a*A(X—2), b+ (Y —b),c+A(Z— O) = 0 
Se pudermos eliminar À, obteremos uma relação entre X, Y, Z: 
F(X, Y,Z) = 0 (0) 
que, se for equivalente a (19), define S como uma superfície, sendo (20) uma sua equagáo. 
(5) Escrevendo assim, excluímos V, isto é, P Æ У. Deveríamos dizer: Р + V está em S see somente 


se etc... 
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EXERCÍCIO RESOLVIDO 


Ache uma equaç 


ão da superfície cônica de vértice V = (1,-1.3) que tem por diretriz a 
circunferência ; 


Resolução 

As relações (18) ficam 
x= 1+2(X-1) 
у= -1+2(Y+1) 
z = 3+2(Z-3) 

Substituindo nas equações que definem C, vem 
[I*A(X- DP + [-1*A(Y * DP = 1 
3+A(2-3) = 0 

Da 28 equação resulta 


À = — : (2 = 3) 


Levando na 18 equação: 
3 3 2 

- —— (X-DP +[-1 ———( (Y+) = 1 
l-> -DP + E -—= (Y € 0I 


ou seja, 


(Z—3XY + (Z+3YY? — (2-3) = 0 
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Observação 


Esta equação foi achada excluindo-se o vértice (Z + 3), mas é fácil ver que V = (1, —1, 3) 
a satisiaz. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 
i. Ache uma equação da superfície cónica de vértice (0, O, 0) cuja diretriz é a parábola 
x!-22*120 
p: 
y—z+1 = 0 


2. ldem para V= (0,0, 1), a diretriz sendo a circunferência 


xX +у2 х= 0 


xz = 1 
h: 
у= 1 
4. Ache uma equação da superfície cônica tendo a origem como vértice, e circunscrita à 


superfície esférica 
х? ty +22 -3x-y+2=0 


Sugestão Use o truque de Л = 0, utilizado no Exercício Resolvido 2 do $3. 


5. Асе uma equação da superfície cónica circular reta de vértice V = (1, 1, 1), sabendo 
que as geratrizes formam ângulo medindo 60º com o eixo, que é a reta 


x= 1+4 
I: y= 1+2) 


=1]-A 
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Sugestão Uma resolução elegante é escrever 
PES = |VP. v| = IVP I I v icos60° 


> > : ; 
onde v + O é um vetor diretor de r. Procure resolver também “pelas vias normais”. 


85 Superfície de rotação 


Um subconjunto S de E? é uma superfície de rotação se existem uma reta r e uma curva C 
tais que S é a reunião das circunferências centradas em r, 
cujos planos são normais a r, e que passam por algum 
ponto de C. Em outras palavras, S é obtida pela rotação 
de C em torno de r. 


е г se diz eixo de rotação de S. 


e Cada uma das circunferéncias acima referidas se 


diz um paralelo de S. 


e A intersecáo de S com um semiplano de origem r 
se diz um meridiano de S. 


Fixado um sistema ortogonal de coordenadas, suponhamos C dada por 


f(x,y,z)- 0 
С: 
Е (х,у, 2) = 0 
ад > 
Sejam v = (m,n,p) + O um vetor diretor de г, 


Po = (хо, yo, Zo) um ponto de r, e P = (X,Y,Z). 
Então PE S see somente se 
e existe um paralelo 


e  queintercepta C, digamos em Q = (x, у, 2) 


e que passa por P = (X, Y, 7). 
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Ora, um paralelo pode ser dado como interseção de um plano 7 1 r com uma superfície 
esférica de centro em P, (veja a figura). Então, P = (X, Y, Z) € S se e somente se existem 
À.nu.X. v.z€ R, и > 0, tais que: 


mx + пу +pz = À 


Q1) 
(x — хо)? + (y — уо)? + (z — zo)? =н? 
f(x,y,z) = 0 

(22) 
g(x,y,z)= 0 
mX+nY+pZ=À 

(23) 


(X — xo)? + (Y — уо)? +(Z — zo)? =p? 


Vamos supor que de (21) e (22) se possam eliminar x, y, z, obtendo-se uma equação 
equivalente 


Ф(, н) = 0 (24) 
De (23) е (24) resulta 

ф(тХ * nY +pZ, V(X- xy)! +(Ү — yo +(Z — 20)2) =0 (25) 
Então 

P = (X,Y,Z) pertenceaS «> (25) se verifica. 


Logo | 25) é uma equação de S. 


Observação 


Se A e u > 0 forem quaisquer, (21) nos dará todas as circunferências do espaço centradas 
em r e jazendo em planos ortogonais a r. A relação (24) restringe A e u de modo a que tenha- 
mos somente aquelas que passam por algum ponto de C. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela curva 


x +у? = 1 
C: 
x+z=0 
em torno da reta 
х= а 
r у= а 
>= а 


Resolução 


Escolhamos Py = (0, 0, 0) der, е у= (1, 1, 1), vetor diretor de г. Então (21) e (22) 
ficam 


xtytz=A (a) 
х? +у2 +22 = р? (8) 
ху ел @ 
x+z = 0 (8) 


O sistema é equivalente a (relacionando (f) com (y) e (a) com (8)) : 


y= A (а) 
7? = p? == 1 (0) 
x? T у? = 1 (1) 
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Relacionando (a ) com (у) vemos que este sistema é equivalente а 


y= À 

=p el 

Z +X = 1 a BIR -2 = 0 
Wawas 

x+z = Ü 9 (^. u) 


A equação procurada será obtida substituindo nessa relação A e и dados por 
X+Y+Z=A 
х +Ү? +7? = " 

Resulta 
X? +Y? +Z? +(Х+Ү+7) —2= 0 


= Ache uma equação da superfície gerada pela rotação da curva 


f(x,z) = 0 

C: em torno do eixo Oz. 
y=0 

Resolução 


Tomemos P, =(0,0.0). v =(0,0, 1). Então (21) e (22) ficam 
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de onde resulta f (+£ V u? — А2, X) 20. A equação (23) se escreve 


ger > 
Z =À D pt ¿Ch 
¿uo TE 
x? + y? + 7? = p 
logo, substituindo na relação anterior, vem que 
f(t V X? + Y?,Z)=0 
Observação 
Temos assim a seguinte regra: 
f(x,z) = 0 
sendo C dada por para obter uma equação da superfície gerada pela rota- 
y=0 


ção de C em torno de Oz, substitua x por ty X? + Y? ezporZ em f(x, 2) = 0. Por 
ехетріо, ѕе 


então uma equação será 


Z= (+ V X° + Y y 
ou seja, 


Z= Х? +Y? 


Enuncie o resultado análogo para rotação, em torno dos eixos Ox e Oy, de curvas 
contidas nos outros dois planos coordenados. 
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EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1 Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela rotação da curva C em torno 


ia reta r, sendo 


2; Idem, C sendo a reta х-у=2= 0. 


3. Ache uma equação da superfície de rotação gerada pela rotação, em torno do eixo Oz, da 


curva C, sendo esta dada por 


322 +3x=1 x +22 = | 
a) b) 
y=0 y=0 


(x-1 +(z—2) = 1 


c) 
y = 0 


4. Idem, girando em torno do eixo Ox. 


“J 


Obtenha uma equação da superfície gerada pela parábola 


z= y? —] 
C: quando gira em torno de Oy. 
x= 0 
6. Idem para 
p А y? ы 
а? b? 
C: em torno de Oy e Oz. 
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7. Obtenha uma equação da superfície gerada pela rotação. em torno de Oz, da curva 


х=а 
С y = а («Є R) 
z = а? 


8. Obtenha uma equação da superfície definida como reunião das retas que se apoiam no 
eixo Ox e na circunferência 


mantendo-se paralelas ao plano Oyz (esta não é uma superfície cilíndrica, nem cônica, e 
tampouco de rotação; no entanto você pode adaptar as técnicas que aprendeu nesses casos 
para resolver o exercício). 


$6  Quádricas (forma reduzida) 


Chama-se quádrica ao conjunto dos pontos P= (x, y, z) € E? tais que 


ax! *by? +cz? + ху texztfyztex+hytiz+j=0 onde a, b,...,j, são 
números reais, a, b, c, d, e, f não simultaneamente nulos. 


Não faremos o estudo das quádricas em geral, limitando-nos a casos especiais da 
equação acima. 


(A) Elipsóide 


Um subconjunto S de E? é um elipsóide se existe um sistema ortogonal de coordenadas 
e números a, b, c, positivos, tais que 


х? у РА T 
a? b? с? 


S= {Р = (х, y, 2)! 
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É pois uma superficie. tendo 


(26) 


Dor equação. 
Valem as propriedades: 


1. S é um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, aos eixos coordenados, 
e à origem (do sistema referido). Basta observar que o 19 membro de (26) não se altera se subs- 


tuirmos x por —x, y por —y, ou z por —z. 


2. A interseção de S com um plano z = k é dada por 


2 2 2 2 2 2 
x z x k 
cU PE Du obesa 
ou seja a 
z= К >= k 
k? 
logo é não vazia se e somente se 1 — p > 0, istoé, — c < k < c. Se k = ic, a inter 


seção se reduz a um ponto, que ё (0, 0, c) se k = c e (0,0,—с) se k = —c. Se —c< k < c, 


a interseção é a elipse 


cujos enanos lecrescem se |k | cresce. Em particular, se z = O (plano Оху) a elipse é dada 


por 
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Fazendo interseções com os planos у = 0, e x = 0, chega-se a conclusões semelhantes. 
Estas considerações nos permitem esboçar um desenho de S. 


(B) Hiperbolóide de uma folha 


Um subconjunto S de E? é um hiperbolóide de uma folha se existe um sistema 
ortogonal de coordenadas e números a, b, c, positivos, tais que 


-S=(P=(x,y,2) | x Ro so - 2 = 1). 


а? b? c 
É pois uma superfície, de equação 
x? y z2 " 
a? * b? pS с? 2] (27) 


Valem as propricda?es 


1. Sé um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, aos eixos coordenados, e à 
origem. Basta observar que o 19 membro de (27) não se altera se substituirmos x por —x, 
y por —y ou z por —z. 
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2. A interseção de S com um plano z = k é dada por 


2 2 2 2 2 2 
x z^ - x Е k 
L+%-%=1 o li 
a? b c? . a? b? 1 c? 

ou seja 
z= k zZ= К 


Logo, é uma elipse no plano z = k, 
2 2 
x 
Et E pol 
a^ (1* 7g) dA) 


z=k 


cujos semi-eixos crescem se |К | cresce. Em particular, se z= O (plano Оху), a elipse 


é dada por 
2 2 
x y 
— + = 
а? b? l 
z= 0 


3. А interseção de S com um plano у = k é dada por 


E A „ к d ao E 
a p? ge d^ c чр? 
ou seja 

y=k y=k 


Então, 


k 
e x x < 1, isto é, —b < k < b, a interseção é uma hipérbole contida no plano 
» = k. com segmento focal paralelo a Ox. 


ө s > > 1. 1606. k >b ouk < -b. а interseção é uma hipérbole contida no 


plano x = к. com segmento focal paralelo a Oz. 


k : : ; : 
e se ly! = 1. mto é м K = tb, a interseção é ит par de retas concorrentes, cujas 


equações são 
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сх — az = 0 сх +az = 0 

е quando k =b, е 
у= у= Ъ 
cx — az = 0 cxtaz= 0 

е quando К = Ф. 
у= —Ь y=-—b 


Em particular, se y = O (plano Oxz) tem-se a hipérbole 


Considerações semelhantes são obtidas cortando-se S com planos de equações da 
forma x = k. Estas considerações nos permitem esboçar um desenho de S: | 
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(272) 


(276) 


representam também hiperbolóides de uma folha. Para ver isso, basta fazer (por exemplo) 
a rotação x= X,y = Z,z- —Y no caso da equação (27а) e a rotação x = Z, y = Y, 
= —X no caso da equação (27b). As figuras seguintes esclarecem bem: 
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(C) Hiperbolóide de duas folhas 
Um subconjunto S de E? é um hiperbolóide de duas folhas se existe um sistema ortogonal 


de coordenadas e números a,b, c, positivos tais que 


2 2 2 
= = x ZS 2 
S= {Р = (х, у, 2) | DS к =}; 
É pois uma superfície, tendo por equação 
2 2 2 
X 2 
dca a се 


Valem as propriedades: 


1. S é um conjunto simétrico em relação aos planos coordenados, eixos coordenados, e 
em relação à origem (por quê?) 


A interseção de S com um plano z = k é dada por 


2. 
2 2 je. x y? k? 
ОЕ ils il 
ou seja 
z=k 2=k 


logo é uma hipérbole no plano 2 = К, com segmento focal paralelo a Oy. 


x° + E ] 

k? k 

2 Ko 2 к^ 
a (1 + a) b (1 c ) 


z=k 
Considerações análogas se podem fazer considerando planos dados por x = К. 
3. A interseção de S com um plano y = k é dada por 

2 2 2 2 52 k? 

x Z x z^ К 
«Ec лк уан NU i ш 
ou seja 
y-k 


< 
" 
>= 
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e é não vazia se e somente se a > 1, isto é, se e somente se k>b ou k < -b. Então 
° se k =tb, a interseção se reduz ao ponto (0, k, 0); 
° se k>b ou К< -b, a interseção é a elipse de equações 


2 2 


X РА 
PA сто 
а? (ту —1) с (gr — 1) 
у= К 


cujos semi-eixos crescem quando |К | cresce. 


As considerações feitas nos permitem esboçar um desenho de S. 


1 


Observação 


As equações 


2 
a -r51 (28a) 


2 z2 
=т=т = (28b) 
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também representam hiperbolóides de duas folhas. Para ver isso, basta fazer, no caso de (28a), a 
rotação x = Y, y = Z, z = X (por exemplo), e no caso de (28b), a rotação x =Z, у = X, 
z= Y (por exemplo). Veja as figuras seguintes. 


(D) Parabolóide elíptico 


Um subconjunto S de E? é um parabolóide elíptico se existe um sistema ortogonal de 
coordenadas e nümeros a, b, positivos, tais que 


$={Р = (у, 91: = + 35) 


É uma superfície de equação 
2 2 
EE: > 


338 Geometria Analítica: um tratamento vetorial 


Deixamos para você verificar que S é simétrico em relação aos planos Oxz e Oyz, e que as 
interseções de S com planos z -k são ou vazias ou constituídas de apenas um ponto, ou elipses. 
Е com os planos x = k e y = К são parábolas. 


Verifique também que as equações 


2 2 2 


representam parabolóides elípticos e esboçe seus desenhos. 
(E) Parabolóide hiperbólico 


Um subconjunto S de E? é um parabolóide hiperbólico se existe um sistema ortogonal 
de coordenadas e números a, b, positivos, tais que 


2 2 
s=P=(xyolz=- + 7) 


É uma superfície de equação 


(30) 


Superfícies 


Valem as propriedades: 
1. Sé simétrico em relação aos planos Oxz e Oyz (por =. 


a de S com um plano z = k é 


2 2 
Ze A ND ADR 
k RE t p? 


Então, 
e se k = 0, a interseção é um par de retas concorrentes na origem. de equações 
Бх ~ ау = 0 Ъх +ау = 0 


z = 0 z= 0 


239 


e se k > 0, a interseção é uma hipérbole contida no plano z = k. com segmento focal 


paralelo a Oy. 


€ se k< 0, a interseção é uma hipérbole contida no plano z = k, com segmento focal 


paralelo a Ox. 


3. A interseção de S com um plano y = k é dada por 
2 k? 
a p? 


que é uma parábola com concavidade “para baixo”. 


Em particular, se k = O. (plano Oxz) temos 


ONE 
a? 
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A interseção de S com um plano x =k fornece parábolas de concavidade “para cima”. 
Verifique isso. 


Eis um esboço: 


Por isso S também é chamada sela (de cavalo). 
Observação 


As equações 


i 2 2 2 
x z y z 
и |а 
alb b "c b ` 
DNO P d x um 
y а? E y. а2 2 | 


também representam selas. Verifique isso fazendo rotações convenientes. 


EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


1. Mostre que se dois dos números а, b, с são iguais, o elipsóide (26) é uma superfície de rota- 
ção. Especifique o eixo de rotação em cada caso. | 


ts 


Mostre que se a = b, o hiperbolóide de uma folha (27) é uma superfície de rotação. Qual é o 
eixo de rotação? 


3. 


4. 


$3 


Superfícies 


Idem, para o hiperbolóide de duas folhas (28b) 

Idem, para o parabolóide elíptico (29). 

A equação (30) de um parabolóide hiperbólico S pode ser escrita na forma 
(DES) 


a) Mostre que dado c 50, а reta 


ж. Ус 
а b 
Tc 
ERE ES 
a b c 


та : 


está contida em S. 


b) Prove que por cada ponto P de S de cota z + 0 passa uma única reta da forma rç,e uma 
única reta da forma ra. (No caso z = 0, já vimos o que acontece; veja a Propriedade 2 


para k = 0.) 


Observação 


Veja que a sela, isto é, o parabolóide hiperbólico, apesar de “torto”. é formado por 


retas. Uma superficie assim é chamada regrada. 
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6. Mostre que o hiperbolóide de uma folha (27) também é uma superfície regrada, colocando a 


equação na forma 


(ж Co = (1 +) a PE 


Mostre que a superfície de equação 2= xy é um parabolóide hiperbólico, efetuando uma mu- 
> > 
> > > > e, t ej 
danga de coordenadas de (O, е,, p =.) para (O', f,, fa, f3), sendo О’ = O, f, = d 
> > VA 
> ёё > > 
fı =>, fs = ез. Faça uma figura. 


v2 


8. Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos equidistantes do plano r :x=2 e do 
ponto P = (—2, 0, 0). Reconheça esse lugar geométrico. 


9. Obtenha uma equação do lugar geométrico dos pontos de E? que equidistam das retas 
r: X=(0,0,0)+A(1,0,0) e s: X= (0, 1,0) + А (0,0, 1). Descreva o lugar geométrico. 


10. Usando os métodos deste parágrafo, descreva a superfície de equação (z — 2)? = x? + y?. Fa- 
ça um esboço. 
Atenção Esta quádrica não é elipsóide nem parabolóide nem hiperbolóide. 

11. Obtenha equações das superfícies esféricas de rajo V 41, tangentes ao parabolóide elíptico 
z=x° *3y? no ponto T = (1, 1, 4). 


Atencáo Para resolver este exercício vocé vai precisar do conceito de gradiente, dado no cur- 
so de Cálculo Diferencial. 


PARTE 1 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


CAPÍTULO 2 ADIÇÃO DE VETORES (pág. 10) 


— > E — -> — 
4. a) AD b) O c) AC d) BG + BG 


e) AF f) BÉ. g AD nh AD 
343 
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CAPÍTULO 3 MULTIPLICAÇÃO DE NÚMERO REAL POR VETOR (pág. 15) 


— — 5 > 
6 x =——u —-—v 
5 4 
m c QS 
x =u -M 
> 1 > 1 > 
=== — s W. 
E 


CAPÍTULO 4 SOMA DE PONTO COM VETOR (pág. 22) 


— m —> 1 


Xx = 
l+m ]*m 


e 
So 
+ 


— 
Para CX, ver a resposta do Exercício 1. 


2 
— 1 — — 
AY - CB – СА 
n+l 
— p —» — 
BZ = — CA - CB 
] +р 
— CA + CB e 
1 су (o BOCA b CB. X=C+CX 
a+b 
E СА. b CB 
ee E DOE pa Y=C+CY 
a. b - d 
onde a = ICBile b = CAI 
Cm UE MCA t(g BCB (se e В não são retos); se А é reto, CX = СА; 
э XE E DES ыу С 
A+ tg B ise В é reto, CX = CB 
—— — dard 
13. OX = (J - mi ОВ + тос 


— 


АХ =- ОА +01 -mOB+mOC 
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14. OX == (04 + 0 +00) 
E — 
15. x=4M 


1 
17. С=О + (4+B+7) 


з 
21. X=A+— АВ + 


22. а= -– 1 


CAPITULO 6 BASE (pág. 45) 


1. а) (3,0,6) b)(-3,-3,-3) о) (8,4, —3) 


2. Мао. 

> > > 
3 t=u+2v+w 
4. Não 


> > > 
5. u não é combinação linear de v e w qualquer que seja m real. Para m = 0 e para m = 3 temos 


(u, v, w) LD. 


6. a LI b LI ә dLD 


e) L1 N) LD gLD HLI 


8. а) +1 b)0;1 с) Não existe d) 0;2 
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CAPÍTULO ` MUDANÇA DE BASE (pág. 47) 


a | —3 1 1! b) 1 3 4 
1-2 2 0 0 -3 

1 1 0 —1 0 0 

> > > > > > > > 
2. v=12e¡-8e,-3e3;v= -—Se,+3e,+4e3 


2 14 
Уз 1 7 Уз j 1 
2 2 2 "i 
V3 
4. DeFparaE:M=| 0 0 1 De E para F: M^! = x 0 LL 
l 2 0 1 0 
26 roc 
l 1 1 0 0 l 
DeEparaG:N=| 1 1 0 De G para E: N 1 -] 0 1-1 
1 о 0 1—1 0 


aa m sl 9 
De F para G: Б De G para Е: | — 
P= МХ = 1 0 0 P>! = №-ім-! > -1 L 
V3-1 V371 -1 v3-1 0 -V34 

2 EET, 2 2 


Respostas dos Exercícios Propostos 


CAPÍTULO 8 ÂNGULO ENTRE VETORES. PRODUTO ESCALAR (pág. 57) 
1. а) b) — Jawe D Ti 
. 4) — E arc cos 3 3 e Eu 
2. a) -9 b) -2 с) tV6 d) nào existe 
4. (3,—3,—3) ou (-3, 3,3); ângulo agudo: (3, —3, —3). 


5. (1,—1,—1) 


6. (1,0,2) ou (-1,0, -2) 


Ya? vz" Vac. М»? 
7 отр) (—, = ,=1) 
2 2 2 2 
8. -1/2 
9. 52 
10. —3/2 
11. - 13/4 
12. arc cos 4 | 
v 26 
v 6 1 3 V ó 
13. e) — —,— ; —-——, —. - —. 
4 4 4 4 4 


6 5 
14. a) — (3, 1.1) b q(-2.1,2) с) (0,0,0) 
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О | 33 п 
15 Wi (0 0 s 10 > w2 CL-10^1 ) 


r 

LE 

" 
Ka 
to] o 

N 

— 

£ 

N 

и 

T 


Жы 
30. x= my. + Ла +ub 
ly 1 
> > ed > > 
y=u — (BL +a * ub 
йу 112 
> > > 
(a € b ortogonais a v) 
32. с), d) e) 
r 
3 1 à 1 1 
= pa 0 1 2 
- 2 2 2 
v3 1 
лш сл HOS Г sg 0 1 ‚о — |2 22 
2 3 
= ] 
0 J 1 === UE „0 2 ] 
2 2 


35 b) u = (0,1, Dp. Y = (0,1.1)g, w = (1,0,0), lu ls VZ = lv! 


e) HB=(-1,1,1)= (0,421) 


CAPITULO 9 ORIENTAÇÃO DE V° (pág. 83) 


1. Mesmaorientação: а) e b). Orientação oposta: c). 


2. Mesmaorientação: a) e b). Orientação oposta: c). 


6. аа FEA b FEB 


7. aBy>0 


CAPÍTULO 10 PRODUTO VETORIAL (pág. 96) 


l. a) (210, 2,-14) e (10,2.14) 
b) (10,2, 14) e  (-10.-2. -14) 
с) (-13, —3, 4) e (13,3,-4) 


d) (0, 0, 0) e (0.0, 0) 
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13 


„„ 


11. 


22. 


to 
ez 
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19 
2 
l 
+ (2.1, 1) 
VIS 
Tach EA 
T 1 
b m —— (1,0, -1), 
VT 
> > 
=» a^b ( 1 2 
ç = = У AA 
Па А611 V6 v6 
> > > > 
x = (1.1.1) = i+j+ 
x = (3.2.1) 
aces ed dac 
HAB - AC 
ПАВ i 
— — AB- DC 
а= [АЮ ————— | 
НАВ - DC. 
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CAPITULO 11 DUPLO PRODUTO VETORIAL (pág 99) pri GOBN 
° MEI sa 
y 
ТИИ E giBLIOT 
Ml Te 9g 
> > >» — > > 
к u ^V mlul"-u^v*w , 
8. X = > > + > > — a u 
fu I (ue м) ПЫ ll 
9. x - (11,10) 
_ u 
10. x= — 
Il u |? 
E d^v mos 
1l]. x »— CER d 
Hull Hull 
HEB MP 
Hox ——tAv 
ll v I 
> abe > 
=—— + (lI Л) v 
(КАБ 
> > > > 
> (илм) л (пи = ту) зр 
13. x =——+À (u v) 
lu ^ vll 
> > 
А p-t:w 
14. E a resposta do exercício 13, comA= >> =— © 
ua v. w 


> > > > 
>  (u^v)^(nu-mv) 
t = 


lu < v Ë 
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CAPÍTULO 12 PRODUTO MISTO (pág. 106) 


Gi 
to 
— 
ww 


12. É a fórmula do exercício 11. 


» > > > > 
13. b) x = 2e,+e,+e3 


15. 2 V V6—2 


RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


CAPÍTULO 13 SISTEMA DE COORDENADAS (pág. 119) 


1. a) Lados: PQ. QS, SR, PR; diagonais: PS. QR. 
b) Sim: asdiagonais sáo AB e CD. 


t2 


= (a.b.c) € Ox 
(a.b.c) € Oy 
= (а, b.c) € Oz 
(a, b.c) € Oxy 
= (a,b, c) € Oxz 
= (a.b. с) € Oyz 


Ш 


TU VVS 
"I 


3. P,=(a.b,0), Р, = (а, 0, с), P, = (0.b.c). PA =(a.0.0). Ps =(0,b.0);P, = (0 O с). 


4. a) А = (0.0, 0) 
F=(0.0.1) 


C. P=13.0.0)) 
(^ P=(0.b.0)) 
(. P=(0.0.c)) 
(2 P=(a.b,0)) 
(--P=(a.0.c)) 
(-P=(0.b.c)) 


1 + t 40 4 


B=(1,0,0) C=(0,1,0) D=(-1,1,0) 
G=(-1,1,1) H=(-2,1,1) 


PARTE 2 


Е = (-1.0.1) 
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b A=(2,-1,-1) B=(3,-1,-1) C=(2,0,-1) D=(1,0,-1) 
E=(1,-1,0) F=(2,-1,0) G=(1,0,0) H=(0,0,0) 


Observe que para obter as respostas do item b), basta somar a cada ponto do item a) 
o vetor (2, —1, —1); por qué? 


с) A=(1,2,-1/2) B=(1,4,-1/2) C=(1,2,0) D=(1,0,0) 
E=(0,0,-1/2) F=(0,2,-1/2) G=(0,0,0) H=(0,-2,0) 


d) А=(0 0,0) B=(0,0,1) С= (1,0,0) D=(1,0,-1) 
Е = (0, 1, -1) Е = (0, 1, 0) G=(1,1,-1) Н= (1,1, –2) 


CAPÍTULO 14 ESTUDO DA RETA (pág. 136) 


1 а) X=(4,-7,-6) + A(1, -1,-1)A€ R 


x= 4-A 

x—4 +7 2+6 
у = -7*4 QER); | RE ME 
z = —6+À 


D nào pertence à reta. 


b) basta verificar que A nào pertence à reta que passa por B e C, ou verificar que (AB , АС ) 


é LI. 
х= -—1+54 
4 у= 4-ПА AER) 
z = -2-4A 
ү 
2. interna ¿5 = A AER) 
К 
=! +À 
extema:4 y = A AER) 


¡QER) 


N 
I 
° 


(AER) 


N < x 
"I 
° 


` 


4. P=(3/4. 7,4, 15/4) ou P=(3/2, 5/2, 15/2) 


x=2-15A 
S. a) poa AER); 

z = -3+18A 

= 2-24 

c) = A AER) 

2 = -3-A 

х-2 y _ 2+3 " 
6. a) ET Р) 18 b) x-2= y 
7. a) т=$ b) rãs 


Respostas dos Exercícios Propostos 


| x 


Оу: 


b) 


` 


Z 
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D 
L (X € IR) 
2+A 
A (AER) 
—3 – А 

х – 2 2+3 

= ` = 

= š E 

c) r=s 


8. (1,1,0); d(A,r)= Уз porque um só ponto де r dista V3 de A. 


9. (2, 0, 4) e (0, 2, 4); d (A, r) «vA, pois existern dois pontos de r que distam V11 de A. 


10. (1, 0,0) 
х= З+2 А 

11.4 у= 3*À 
2 = 3+AÀA 
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12. Trajetórias concorrentes. Não há colisão. Releia a Observação 6. 


13. 21 mão existe C b) não existe C 
=» ndo existe C | d) (2, —1, 1) ou (4, —3, 1) 


CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO 


$1 Equação Vetorial e Equações Paramétricas de um Plano (pág. 139) 


1. Equações vetoriais: 


a) X=(1,1,0)+ А(0, 2,1) + u (2,1,0) 

b) Х = (1,0,1) +A (1,-1,2) + 4(1,1,1) 

o) X=(1,-1,0) + A(-1,-2,1) + u(0,1,1) 

d)  ostrés pontos são colineares; não está determinado o plano 7. 


" 


2. a)sim  b)sim с) пао  d)sim 
3. Vv=(11,7,49)+(-10,-5,0) 


4 X = (4,5,2) +A(2,3,1) 


x= A х= A = 0 
E Ox: y = p Oxz:3y= 0 owl À 
z=0 Z= д z =H 


x + A(1.1,0) + u (0, 0, 1) 
X = 0.2.0) + A(1,-1,0) + 4(0,0, 1) 
X + A(0,1,1) + u(1,0,0) 
X = (0.0.9: + A(0,1,-1) + u(1,0,0) 
A(1,0,1) + u(0,1,0) 
X = (0,0,0) + X(1.0,—1) + (0,1, 0) 


x 
п 
° 
° 
S 
' 
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х= 1+1+2u 
7Tiy=1+21+p 
z=2-A 


¿CAPÍTULO 15 ESTUDO DO PLANO 


$2. Equação Geral (pág. 146) 


x=2 x= À x= A x= A 
2. а) у= À b) {у= -l с) 3y = Hu d) =1-A 
z=u z = H z = —4 z = pu 
х= À x = À x = À 
e) 3 y = Hu f) у= д 8) =u 
z = À 2 = —2 +u zZ=1-A-H 


3. Oxy: z = 0 Oyz: x = 0 Oxz: y = 0 
bissetores: X—y=0, xty = 0, x-z=0, x+z=0, y—z=0, y+z=0 


4. a) não  b)sim 


5. a)x-2y+42+1=0 ) b)3x-v—2z-]1-70 
с) 3x— у+2-4= 0 d) os pontos são colineares 
6 x-y-1=0 


7. 8x-4y-27+4=0 


10. а) m: x+y+z-1=0, п: х-у-2=0. пз; x+2y-z-2=0 b)(12.23,-—1/6) 
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ll. a) sim bingo с) não 
12. -x -w +z +39 = 0 


12 2 P=(-2,2,-7), т: -17х +7у t62 — 6= 0 
T) P=(-2,6,-6), п: —AÀx ty +3z t 4-0 


CAPITULO 15 ESTUDO DO PLANO 
$3. Vetor Normal a um Plano (pág. 160) 
1. а) (1,0,0) b)(1,2,1) с) (1, -2, 4) 


2. x—y+2z-4=0 


3. х- 22 = 0 
4. x+2y—z = 0 
5. Y = (3,0, —5) + (0,4,0) 
6 X = (1, 2,3) + А(2, 1,-1) 
x = ЗА 
у = 2 
2= 3 + 2л 
х= Лл 
8 у= А 
z = 0 


CAPÍTULO 15 ESTUDO DO PLANO 
84. Feixe de Planos (pág 166) 


l. x+z—2 = 0 4. 2ytz = 0 9; 


Não existe 
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CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
$1. Retae Reta (pág. 170) 


1. a) paralelas distintas 
b) concorrentes em Р =(1,—1, 0) 
C) reversas 
d)r-2s 
e) concorrentes em P = (—2, 6, —6) 
f) concorrentes em P = (—2, 2, —7) 


B) reversas 

h) reversas 
2. а) т = 1 ът = 1 с) т qualquer 

d) não existem e) qualquer mE R talque m= 0e m= 1 
3. а) 3х – 4у – 102+3 = 0 b х- 2-1 = 0 

е) –4х+у+ 32+4 = 0 f) —17х + 7у + 62—6 = 0 
4. с) 4х 2у 2+3 = 0 g) 7х — 11у + 32+7 = 0 


h) 5х — 4у+2+22 = 0 
5. m = 2/3, concorrentes no ponto Р = (9, —5, —13) 


6. В = 2, а qualquer; (а+1) х – 3у+(5 – а) + (2а 1) = 0 


CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS Е PLANOS 
$2. RetaePlano (pág. 175) 


1. a) г furar no ponto P = (1,0.—1) 
b) r // r 
c)rCr 
d) r // m 
e) r fura п no ponto P = (—1/9, —4.9. —1 9) 
f) r // m 


m-2 

m = 1, n=7 

. Qualquer m = 0 é solução 

. DP = (11/17, 13/17, 15/17) 
3) P = (5, -3, 4) 


мА ым 
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CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
83. Plano e Ptamo (Pág. 181) 
1. а z. = r; bm //m, п + m c) m Ñ m 
2. ar Я тарага т =—5/2, tem-se 7, =n) b) m = —5/2 
20 Se(u, V, t) é Ll ou (u, v, w) é LL então m, MÑ m 
э > ә >> > 
e Se (u,v,t) é LD, (u,v,w) é LD e AE m, então m = T, 
> > > >> > 
e Se (u,v,t) é 1р, (u,v,w) é LD е AE m,, então mi Nm = ф 


CAPÍTULO 16 POSIÇÃO RELATIVA DE RETAS E PLANOS 
$4. Miscelânea de Exercícios (pág. 186) 


1) a) X= (1,1,1) + àÀ(-1,1,1) 
b) Impossível (r é paralela ao plano (P, s)). 
c) PE r; logo, existem infinitas soluções, a saber, todas as retas que passam por P e por 
um ponto de s. 
d) Impossível (s é paralela ao plano (P, r)) 
e) X = (1,0, 3) + À (6, —2, 7). Observe que as retas r e s são concorrentes. 


. EA > = ` 
2. a) Impossível, pois MN é gerado por r es (diretores de res) e portanto os planos 
7, em, são paralelos. 


b) X = (0, 2/5, —1/5) + А(1, 0, 1) | 
с) X =(6,10,0) + A (3,2,-1). Observe дие т e s são concorrentes. 


3. a) X = (1,1,0) + A(1, -3,-1) 


b) Qualquer reta que passa por P e é concorrente com r é solução, pois o plano (P, 1) 
é paralelo a 7. 


c) Não existe; r é paralela a 7 maso plano (P, r) não é paralelo a 7. 


2 X = (1,1,0) + A(-2,-1,1) 

3 X=(1,0,2) + A(0,-1,2) 

6. 1-2y+1=0 

7.хту+т—8 = 0 

8. Dea soluções: hı: Х= (1,1,3) + A(1, 3, -4) 

h. : X=(-4,-3,1) + 2(4,1,-5) 

9. Sim, pois : x. Não. pois Ox ffi 7. 

10. Volume: 1,6. 

11. Volume: 1259. 

12. Não existe o tetraedro, pois s // r. 

13. B = (15/22, 20/22, 25/22) C = (7/22, 2/22, —3/22) 
14. a) área V3/2 b) ЙА, pois s// л c) ÍA, pois s C z 
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15. A projeção de P é P’ = (—1, —4, —2). 
16. Sim, infinitas, pois o plano (P, r) é paralelo a z. 
17. А = (1,1, 1), volume = 65/3. 


18.4) t: X = (10,1,1)+ A(9,2,10)out:X =(1,-1,-9)+ АІ. —2. 101.72 5 são con- 
correntes e P pertence ao plano por elas determinado. 


b) Я t;res são reversas, г é transversal ao plano (P, s) es é transversal ao plano (P. r). 
Logo, existe uma única reta que passa por P e concorre com r e s; essa reta não satistaz 
à condição do exercício. 


19. a) 1g.: 2х + 2y —2z — 1 = 0. Trata-se de um plano paralelo às retas r e s (que são 
reversas), situado “a meio caminho entre elas”. 


b) 1z.: X = (1/2,-1,0) + а (1, 2, 3). Trata-se de uma reta paralela às retas r e s (que 
são paralelas e distintas), coplanar com r e s, situada “a meio caminho entre elas”. 


c) 1g.:x — Зу +z — 1 = 0. Trata-se do plano determinado por r e s (que são concor- 
rentes). Compare com o Exercício 19(a). 


x=1 
20. а) Le.:jy = —1/4 (o 1.g. só contém um ponto) 
z = 1/4 


b) O 1g.é Фф; o vetor AB não é paralelo ao plano das retas paralelas r e s (se fosse, a 
— 
resposta seria a mesma do Exercício 19b, salvo se AB =A (1, 2, 3); por qué?). 


c) 1g: X = (0, 0, 1) + a (4, 1, —1). Trata-se de uma reta que passa pelo ponto comum 
ares(P = 0, 0, 1)) e está contida no plano determinado por r e s (o vetor АВ é 
paralelo a esse plano). Compare com o Exercício 19c. 


21. a) O 1.g é E). Uma “equação” para E? ё, por exemplo, Ox + Oy + 02 = 0. 


— 


b) 1g.: x — y + 32 — 1/2 = 0. Trata-se de um plano paralelo a п; e a ma (que são 
paralelos!), situado “а meio caminho entre eles”. 


22. a) 1.g.:3x—7y+7z-10=0 
b) 1.g.:x—y+3z— 1/2= 0. É o mesmo plano do Exercício 21b. Por qué? 


23. a) Lg: x — 2y — z = 0. É um plano paralelo a п, a “meio caminho entre n e r” 
(note que г // m). 
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b) Olg é E’. 


c) 12. х – у –2= 0 (ёо plano r; noteque rC T). 


-3 ig: X = (—1/3, 1/3, —1) + À (2, —1, 4). É uma reta paralela a r, interseção do 


Lg. do Exercício 23a com o plano que contém r e é paralelo a AB. 


b) 1g.: X = (0,0, 0) + À (4, 1, 1). É uma reta que passa pelo ponto onde r fura т. 
Observe que os segmentos que se apoiam em r e T e são paralelos a AB são os 
mesmos segmentos que são paralelos a AB e se apoiam em r e s, sendo s a reta inter- 
secdo do plano 7 com o plano que contém r e é paralelo a AB (UFA!) Compare 
com o Exercício 20c. 


c) 1.g.: X = (0,0,0) + A(1,0,1);éa própria reta r. Não estranhe: como r C m e AB 
não é paralelo a r, um segmento apoiado em r e T só será paralelo a AB së suas 
extremidades coincidirem! 


. X = (11/5, 19/5, —1/5) + А(2, 1,0)е 


X = (-1/5, 31/5, 11/5) + u (2,1,0) 


-A = (1,1,1), В = (2,2,2), С = (3,3,3), 


h: X = (0,0,0) + А(1,1,1) 


Duas soluções: 
i)m:2x—y*z—1 = 0, vértices: A = (1/2,0,0), 
B = (0, —1,0), C = (0,0,1), D = (0,0,0) 


ï) п: -x+2y+z—1 = 0, vértices: А = (—1, 0, 0), 
B = (0, 1/2,0), C = (0,0, 1). 
Duas soluções: 


т 6х + Зу + 22+3= 0 
Dr ох + Ју +223 = 0 


CAPÍTULO 1^ PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 


x 


$1. 


1. 


Reta e Reta (pág 196) 


a) perpendiculares b) náo sáo ortogonais 
c) perpendiculares d) perpendiculares 
e) náo sáo ortogonais 


Respostas dos Exercícios Propostos 


2.2 [ x = 2 – 41А b [x= 1- + 
y = 6-52A y=0 
z= 1+31A z=1->5A 


É) + M4,5,-1) 


CAPÍTULO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 


82. Retae Plano (pág 201) 


1. a) não b) sim c) sim d) não e) sim 


l 
а 
| 
> 
c 
— 
2А 
+ 
N 
> 


2.a) | x 
y = =l у=3—-А 


Ш 
> 
ә 
+ 
> 


Ш 
© 


3. а) х-у+2+ 2 


y 
o 


b)xtytz-1 


c] x—y+z = 0 


4. a) (3, 2, 4) b) (1.1, 2 


сл 


. а) (2,—1,—2) b) (— TU 11 ii! 


18 
Dco) 19” 19) 


b) X l + A(8,10,1) 


9G 3 
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= -3+5A 


ta 
1 


ed 
3' 3" 
je. 
|] 


3. ( 


10 


2 2 2 2 2 
Т3 Е 29. E, 3, 2); volume 3E 


CAPITULO 17 PERPENDICULARISMO E ORTOGONALIDADE 


$3. Plano e Plano (pág. 205) 


1. ay nào b) sim C) sim d) sim 


2 x-2y-z=0 


PI 


xty—z—1l-70 


4. (1, 1,0), (1,3,2), (2,2, V2), (0,2,0) (2,2,0) 
0,1, V2). (1,3,0) (06,2, 2) 
2 


E to uds БОВ 1:0) 
Єз da аата a an E OS MOD NM tg 


4 
— 
wir 


CAPÍTULO 18 ÂNGULOS (pág. 207) 


20 ] М? 
oz Ll === а) 0 
i T b) 2 c) 7 ) 
2. a) b) arcsen l 
2. a)— e 
4 V 3 
c) arc sen : di arc sen 


x 


5v 


Respostas dos Exercícios Propostos 


2 l = 
3. a) arc cos = b) arc cos > — 
) V 66 Y 3 os 
4. São quatro retas: 
X =(5/2,2,-3/2)+A141.1.1). X =(-3,-5/3,4)+A(1.1.—1) 


X = (2/3, 2, 1/3) +А0-1.1.1) e X=(1/7,3/7,6/7)+ A(1,—1.1) 


5. São quatro retas: 


X=(0.2 D) *A(—10. 1. 1). Х= (0, 2,1) +А (-7. 1. 1) 
Х= (0.2.1) +А(3, 1. -1) Х= (0.2.1) +А(3. 1.1) 
— 1 1 4 


6. ñ Js =y+2= +] (são quatro retas) 
7. X=(1.1.1)+A(0.1.1). X=(1.1. 1) +X (4, 1,1) 


8 (-2+ 3. 1.1 - ./3). (-2-V3. p sS 
V3 


9 

arc sen — 
10. 2x- 3y+z-5=0 ou х-у- 27-420 
ll.x+y-3z-1=0 ou х-у-32+3 = 0 


13. бх + 3y+22-3=0 


14. B = (1.0.0). C = (1.1.1). D = (1.0.1). 


CAPÍTULO 19 DISTÂNCIAS (pág. 231) 


1. a) V5 b) V173 
2.a) V5 b) V 34/7 


с) 270/29 d) 3 /10/7 


J65 
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fal 
V ov 
EaD b) 7/2 
2» 13/2 p=: 
2/3 
4 
а) —— b) 13 
rr ) 


. (2,0, 2), (0,2, –2) 


5430 


y 


c) 94/13 


E O | 4 
OLD Dg q. 7) e 
г 23 7 1 13 9 -7 
з, l 33? 3) b)( pte) 
4 (2.02). е (0, 2, 22) 
19 8 16 
. (1.00) e Cs ra) 
. X = (-1,3.-3) + A(1,0, 2) 
P. 17 —7 
X =(—1.-у. 9 ) + A(1,0, 2) 
F so il |.) (2,0,0) 
N 2 V , МЗ? О E RÃ 
.O iz :=:reunião das retas 
xtz- š x+z = 2 
== e 
=—-. с yeu WE 


d) 1 


. Não existe solução, pois r é paralela ao plano mediador de AB. 


c) (1,1,1) 


Respostas dos Exercícios Propostos 


17. O 1.g. é a reta 
2x — 1 = O 


l6x + бу + 62 = 41 


18. (=3, 5, -8) e (9, —7,16) 
19. (3,1,2) e Eisi) 


20.x+z— 2 = 0 


2I = 


22.y- 1= 0. 6x—2y -32—7 = 0 
24. z = 1 ou х+у+ 22-4 = 0 
25. X = (1,0,3) + А (1, 1.0): X = (4,0, 3) + А(7, 4. 0) 


26. O 1.р. é a reunião das quatro retas 


27. 4/3 


28. Trata-se de um par de planos, de equações gerais 4х + Зу — 2z- 0 e Sy — 6z + 12 = 0. 


que se interceptam na reta л N Ta. 
29. 2x-y+2z-15=0 e 2х-у+22-3 = 0 


30. Volume = 2/6 -2 
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31. 7x + 19у — 102+5 = 0 e 17х-у+ 102—5 = 0 
.3х+3у +1 = 0 

33 x-3y— 61 = 0 

>$. São quatro respostas: 


X = (-2,2,1) + A(1, -1,0), X = (0,0,-1) + A(1,-1,0) 
X=(0,0,V17) + À (-1,1,4), X = (0,0,-v 17) + X(-1,1,4) 


idi — do] 


35. ===. Pensou que fosse 
Va? +? + с? 4 


| d, — d4 |, hein?! 


36. 6x t Зу + 22 — 3 = 0 


CAPÍTULO 20 MUDANÇA DE COORDENADAS 
81. Mudanças de Coordenadas em E? (pág. 237) 


м = А 
27 
u= –] 
à. T v=] 
у = —1*À 


2 


CAPITULO ^0 MUDANCAS DE COORDENADAS 
2. Mudanças de Coordenadas em E? (pág. 242) 


“Dn 


1. 0 = nj3 + `=. n inteiro 


2. O=(-1,1 
( P 


Respostas dos Exercícios Propostos 


3. 8 =arcsen ( — ) + 2nr, n inteiro 


5 


CAPÍTULO 20 MUDANÇA DE COORDENADAS 


83. Aplicação das Translações e Rotações de E? ao estudo da Equação 
Ах? + Bxy + Cy? + рх + Ey + F = 0 (pág.256) 


3. a) 4wt*v-16 


"I 
° 


ij) 02 +202 -6=0 
b 402 302 7 = 0 j) 1312 - 4w? - 81 = 0 


c) 4w-5/2*100-0 1» 28 -3w -24=0 


d v-4u-0 m) ll? +6w -66=0 
e) uw - 5у=0 n  2t? - 11w -22=0 
f u +20 -7=0 o 42 -w=0 

g) w-4t=0 p. 12-1=0 

h) t+2w -2=0 q w =8t 


CAPITULO 21. CÓNICAS 


81. Elipse. Hipérbole, Parábola (Forma Reduzida) (pág. 268) 


1. а) х2 y - d) x? S = 
169 ^" 144 Ro IS 
b) x P y _ i e) х? yo 
253 289 ^ 300 ^" 16 1 
c) X y? f) x? y? 
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ts 


apis 0,54) (+3,0), i 


2/2 
3 


20623,0), (0,11) (£2 V2, 0), 


с) (0,457), (+ 5, 0), (0, + 5), A 


(2,0, (0:3, ELO, À 


2 
2 
x 
3-9 3$ * 35 l 
3 2 
x у? 
uz + 155^! 
7 


5. a) 4x? + Зу? + 24x – 24у + 36 = 0 
b) 8x? — 2xy + 8y? — 63 = 0 
c) 35x? — 2xy + 35y? — 34x — 34y — 289 = 0 


6. а) (£ 12,0). (213,0), 13/12, 12у = +5x 
5)(£5,0  (*V41, 0), vV41/5, 5у = + 4х 
2119.24), (0,t442) V2, y= tx 
а) (0.221. (0,+W13) V 1322, 3y=t2x 


е) (21,0) (22.0). 2. y=tV3x 


10. 


11. 


IE Sei 
T =] 
Tee 


. a) 9x? — 16у? — 54x + 64у +161 = 0 


b) Зх? + 12xy + 8y? — 18x — 28y+ 11 = 0 


. a) (4. 0). (0, 0), x+4 = 0 
b)(—7.0). (0, 0), x-7=0 
cd (0.—10), (0,0), y = 10 
2 Ci , 0), (0, 0), Sx+3 = 0 
e) (0, 7/8), (0, 0), 8yt7 = 0 

15 
f) (0. ag ), (0, 0), 28y + 15 T 0 
a) y? = 32x 
b) x? = -8y 
с) y? = 20x 
d) x? = 2y 
e) y? = —16x 


a) у — 4х — бу + 13 = 0 
bx? — 6x – 8y t 1 = 0 


с) х? – 4ху + 4y? + 52x + 26у + 91 = O 


Respostas dos Exercícios Pe-oo:-: 
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CAPÍTULO 21 CÓNICAS 


$2. Cónicas (Caso Geral) (pág. 271) 


Respostas dos Exercícios Propostos 373 


d)w? = 2t; 0 = arctg a. 


У = ( T om >, em relação ao sistema Ouv. 


374 Geometria Analítica: um tratamento vetorial il QN 


1 
g) w = * t: 0 =arcte q 


Respostas dos Exercícias Proposios 


u? v 
2. a) hipérbole:——— — = 1 100 = -2. соѕ0 = 
9 4 
b) elipse: Cd xd: 8 == rd 
) elipse: 4 у à С 
- С м? _ а 
с) hipérbole: E ão I: i£ = š 
d) parábola: w? = 8t te9 = 2 
e) parábola: w? = 8t; 8 = ú rd 


2 
f) hipérbole: t2 - = = 1; te6 = š. 


g) ponto (origem), 20u? + 5v? = 0. tg8 = -1 2 


h) conjunto vazio: tg 9 = —3, cos =—— : 


(19 quadrante) 


(1º quadrante) 


l 
:050 == 
É Y 10 
(29 quadrante) 


?+2w+1=0 
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3. a) reunião de duas retas concorrentes 
b) hipérbole 
zi ponto 
£) енрѕе 
e) reunião de duas retas paralelas 
f) parábola 
g) reta 


h) circunferéncia 


CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
$1. Superfície Esférica 
1.1 Equação reduzida e equação geral (pág. 292) 
1. а) (x — 1)? + (у + 1 + (2+ 3)? = 4 
b) x? +y? +22 = 1 
с) x-v2? + (у – 1)? + (2+3)? = 2 
d) (x – 18)? + (y + 17)? + (z+ 1? = 2 500 
е) xi + (у – 1)? +22 = 16 
2. a) С= (2, —6, 0),. г= 5 
b) С= (2 -3,-1), r= 4 
с) não 
d) C=(1,-1,0), r=y2 
e) náo 
f) não 
z: C=(1. 1.1), p= 
h) sāc 
i) não 
3. х? ty +22 = 1 


4. (х – D? +(у – 1) +(z—2) = 1 
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A 


‚ (х— 32 +(у+ 11 + (244) = 6 
6.x ty? +22 = | 


7. x3 ty? +72 + 14х + бу + 42 — 136 = 0 


13. а) E. 0. 0. zi 


b)(-6.6.-6). 6/3 


с) (0.0.0) v 15 

d)t-1.3.-—1), y 20 
l ] 

e) ( 2c 1.0), > 


15. A é exterior, B é interior. 

16. (х — 2}? + (у — 32 + (z*1y = 289 

17. Extremidades do diâmetro: (0.0.0) e (—2.2,0). 
CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 

$1. Superfície Esférica 

1.2 Plano tangente (pág. 302) 


1. а) 4х -у+2+2= 0 


b)x- VIS у + 22 + 95 = 0 
2.2x dy -z 4/6 = 0 
3.x-1=0 e x-2y-22-3=0 
4.x—y+3z—4 = 0 e 3x—y—z-14=0 


7,2x+ty+z+4=0 e 2x+y+z-8=0 
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8. a) Não ex:£e. pois a reta t ésecantea S (d(C.t)<r). 


bix— y —z—2 = 0 (há um só plano, pois t é tangente a S). 
` а жу +22 —6x—4y+4z+3 = 0 


10. (x— 2)? +(y—2)2 +(2-2 = 4 


16 
Š 


11. (x £2? +y? + (24 111 .1H ` (X+2)2 + y? +(2+ 3)? = 


12. (х— У 33)! *(y- 133 *(z 613 y = ( Уз: y 


13. x? +у2 +z? — 42+1 = 0 
14, x? +y? +22 6x t 2y 22 - 70 = 0 


15. x3 +y? +22 «(3t Il ) x — 4y+22+5 =0 

16. (x * 1 *(y - 2) *(z— 1 = 49 

17.3 ou 1 

I8.a = 6 e T = (2,2,2), ou a= —6 e 
19. 1? (a? +b? +c?) = а? 

20. Máximo: 6; Mínimo: —6. 

21. x? +y? +72 - 12x-6y+82+36=0 


22. x? +4у – 3 + (2-4) = ES 


D) xb жу? +22 +6x+6y+6z+9 = 0 


24 1 = |, 2xt6y-3z—11 = 0 


CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
$i. Superfície Esférica 
1.3 Plano secante. Equações de uma circunferência (pág. 306) 


1. (—1,2,3) е 8 


(x—- 1? *(y — 2P *(2— 0)? = 36 


2: 

2x-z-1=0 

(х 2) «y! +G — 32 = 27 
3. 

x+y—2 = 0 

3x+2y+6z= 6 
4. 


х? +у2 +72 — 2x—3y—z = 0 
5. O 1.g. é a circunferência de equações 
(x-D? + (y – 19 +(2+ 2) = 8 
x—y—2 = 0 
com centro P = (2,0, —2) e raio Y6 . 
(х – D! +(y+ 1? +(z+ 2? = 65 


18x — 22y + 5z = 30 


=] 


.x—2y-zt3-0 


1 2 2 2 —1 2 2 
8. (1,0,0), ежа Cy 3 3) (> 
e (0,1,0). 
9. Secantes. Centro pa: 23 l, e raio ER 
; É 2,9 r 2 
9 9 
10. = ou - Të 


11. (x — =>) + (у — 5)? + (2 + 5)? = 51 
(к 5) +(у-3)# «Ges? “т 


G-5P + (у—3)# + (+3)? = 225 


Resposies dos Exercícios Propuss 
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lu -1P + +11 -8L 
€ - =) + (iv*—1) (2+ 1) И 


12. (x - i& +(у + 2)2 + (2+ 2)2 = 4 
ix —1) + (у + 2)2 +(2- 4/3 = 16/9 


CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 
$3. Superfície Cilíndrica (pág. 313) 


L(Y-Zy*CcY-X-Z2y)2Y-X 
2.(X- 22V - (Х- 27) (Ү- 7) +1 = 0 
3.ах-7)(Ү-7)=27-Х-Ү 


4. Veja a resposta anterior. 


UA 


nX-mZ, Y-nZ) = 0 

6. (3X— 2Y +Z —9)2 — 14(X? + Y? +Z? - 2X t 4Y - 47 +6) = 0 
CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 

$4. Superfície Cônica (pág. 319 ) 

1. e = 2 = 0 

1 X2+4Y2+4X(Z-1 = 0 

3. X2-Yº = 0 

4. X — Y: - 8Z2 +6XY = 0 


5. 2(X*2Y -Z- 2: — 3 ((X 1. «(Y -1Y +(Z —12] = 0 


CAPÍTULO 22 SUPERFICIES 
$5. Superfície de Rotação (pág. 323) 


1. (X +Y + 2)2 200 +Y? £22) +1 = 0 


cs x? +y +22 — 2х — 22-18 = 0, х? +у? +22 – 2х 22-3 = 0 


Respostas dos Exercícios Propossos 


2. (X+Y+Z) — 2(Х?+Ү?+7?)=0 


3. а) 9 OG + Y?) = (1 — 372) 
b)X +Ү? +7? = 1 
c) 4(X? + Ү?) = (X? + Y? + (Z — 2)2)2 (a superfície é um toro). 


4. а) 3(Y? *22)) * 3X = 1 
b Х2 +Y? +7? = | 
с) 16 (Y2 +22) = [(X — 1)? + Y? +22 +3]? 


5. 7? + Xx? = (Y? — 1)? 


с 
У 
+ 
+ 
+ 
Ш 
ta 
o 
+ 
+ 
У 
_ 


8. 4Y2 = 7? (1 — X2) 


CAPÍTULO 22 SUPERFÍCIES 


"$6. Quádricas (Forma Reduzida) (pág. 329) 


8. Х = — — — —— :  parabolóide elíptico; é uma superfície de rotação. 


==> :  parabolóide hiperbólico. 


10. É uma superfície cônica de vértice V = (0,0, 2), 
que tem por diretriz a circunferéncia 


Veja o Exercício Resolvido nº 3, do 81, Capítulo 18. 


м. 
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ll. x? +y? - 2 6х – 14у – 62+26 = 0, x2+y?+22+2x+10y-102+10 = 0. 


Se você não souber о que é gradiente de uma função, resolva o exercício com este dado 
> 
añucional: о vetor n = (2, 6, —1) é normal ao parabolóide dado no ponto Т =(1, 1, 4). 
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